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A busca de solugoes dos problemas de minimos quadrados nao-lineares e de
otimizacao de composicao convexa ¢ objeto de interesse em varias areas da ciéncia
e das engenharias. Devido a sua velocidade de convergéncia e eficiéncia computa-
cional, os métodos de Gauss-Newton tém sido bastante utilizados para o propdsito
de obter estas solugoes. Neste trabalho apresentamos andlises de convergéncia dos
métodos de Gauss-Newton, usando o principio majorante. Em cada caso, nossa
analise deixa clara a relagao entre a funcao majorante e a fungao nao-linear associ-
ada ao problema, o que torna as condicoes e demonstragoes de convergéncia mais

simples.
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The search for solutions of the problems of nonlinear least squares and convex
composite optimization, is object of interest in some areas of science and engineer-
ing. Due the speed of convergence and computational efficiency, the Gauss-Newton
methods have been sufficiently use to obtain these solutions. In this work we present
convergence analysis of the Gauss-Newton methods, using the majorant principle. In
each case, our analysis makes clear the relationship between the majorant function
and nonlinear function associated with the problem, which became the conditions

and proof of convergence easier.
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Introducao

O método de Gauss-Newton e suas variagoes sao os mais eficientes métodos con-
hecidos para resolver problemas de minimos quadrados nao-lineares e de otimizagao
de composicao convexa. A convergéncia dos métodos de Gauss-Newton pode falhar,
ou mesmo deixar de gerar uma sequéncia infinita. Para assegurar a convergéncia
dos métodos para a solugao dos respectivos problemas, algumas condi¢oes devem ser
impostas. Neste trabalho, determinaremos condi¢oes que garantam a convergéncia
dos métodos de Gauss-Newton para as solucoes desejadas.

Sejam X e Y espagos reais ou complexos de Hilbert , €2 C X um conjunto aberto
e F': Q — Y Fréchet diferenciavel. Considere o problema de minimos quadrados
nao-linear

min || F(x). (1)

Este problema tem sido uma frutifera drea de estudo nos ultimos 30 anos, principal-
mente pelo seu grande nimero de aplicagoes em problemas praticos, ver [1]. Essas
aplicagoes, buscam encontrar os parametros de um modelo matematico, que melhor
descreva um conjunto de dados numéricos de um experimento quimico, fisico, es-
tatistico ou economico, usando uma fungao da forma (1) para medir a discrepancia
entre as saidas do modelo e o conjunto de dados.

Se F'(x) é injetiva e tem imagem fechada para todo = € 2, o método de Gauss-
Newton encontra pontos estaciondrios para o problema (1), i.e., solugoes para o

sistema de equacoes nao-lineares

onde A* denota a matriz adjunta do operador A. Formalmente o método de Gauss-

Newton é descrito como: Dado zy € ) defina
Th+1 = $k+8k, F/(ZL‘k)*F,(ZL’k)Sk = —F/(ZEk)*F(Ik), k= 0,1,....

E importante ressaltar que se x, é a solucio de (1), F(z,) = 0 e F'(z,) é in-
vertivel os resultados para o método de Gauss-Newton se reduzem aos resultados

para o método de Newton. Por outro lado, note que cada passo do método de



Gauss-Newton consiste em resolver um sistema de equagoes lineares, o que pode ser
computacionalmente muito “caro”se o nimero de incégnitas for muito grande. Uma
alternativa é resolver aproxidamente o sistema linear, o que dé origem a uma nova
classe de processos iterativos. Estes processos sao conhecidos como métodos inex-
atos de Gauss-Newton. Os métodos inexatos de Gauss-Newton usados para resolver

(1) sao formalmente descritos como: Dado zq € € defina
Tk1 = Tk + Sk7 B(‘rk)sk = _F/(xk)*F(xk) + Tk, k= 07 1a SR

onde B(zy) : X — Y é um operador linear e r, € Y é um residuo apro-
priado. Em particular, o processo acima é o método de Gauss-Newton inex-
ato se By = F'(xy)*F'(zy), é o método de Gauss-Newton modificado inexato se
By = F'(x¢)*F'(z0), e ¢ 0 método de quase Gauss-Newton inezato se Bj ¢ uma
aproximagao para F'(xp)*F'(xy).

O método quase Gauss-Newton inexato, onde controle residual relativo escalado

é feito em cada iteragao, é formalmente descrito como: Dado xg € €2 defina
Tt1 = Tk + Sk, B(xy) Sk = —F'(x1)" F(x1,) + g, k=0,1,..., (2
onde B(z) é uma aproximagao invertivel para F'(xy)*F'(xy) e o residuo 1y satisfaz
[ Peril| < Oul| P ()" F () |,

para as dadas sequéncias {0} e {P;} de nitimeros reais e matrizes invertiveis, res-
pectivamente. A sequéncia {6} é usualmente chamada de sequéncia “forcing”e é
tomada uniformemente limitada por 1. Além disso, a vantagem de se introduzir a
matriz Py, (considerado pela primeira vez em [2]) é que, se o sistema linear em (2)
for mal condicionado, esta matriz pode fazer uma corregao.

Outro problema que consideraremos em nosso trabalho, é o problema de

otimizagao de composi¢cao convexa

min h(F(x)), (3)
onde h : R™ — R é uma funcao convexa de valores reais e F' : R* — R™ ¢
continuamente diferencidvel. E bem conhecido, ver [3-5] e as suas referéncias, que
uma ampla variedade de aplicacoes para esta formulacoes pode ser encontrada dentro
da programacao matematica, especificamente, em inclusao convexa, problemas de
minimax e métodos de penalizacdo. Além de suas aplicacOes praticas, este mode-
lo também prove ferramentas poderosas para estudar condigoes de otimalidade de

primeira e segunda ordem para otimizacao restrita.



Note que o estudo de (3) esta relacionado com o problema de inclusdo convexa
F(z) e C:={z€R": h(z) < h(y), Yy € R"}, (4)

pois se z, € R" satisfaz a inclusdo convexa (4) entao x, é uma solugao de (3), mas se
z, € R™ é uma solucao de (3) ndo necessariamente satisfaz a inclusdo convexa (4).

Para cada A € (0,400) e € R” seja
Da(z) := argmin {h(F(z) + F'(z)d) : d € R", ||d|| < A}. (5)

Assim, dados A € (0,400], n € [1,400) e um ponto zg € R™, o algoritmo tipo
Gauss-Newton associado a (A,n,xg) como definido em [3] (ver também, [4, 5]) é

COomo segue:

Algoritmo 0.1

INICIALIZAGAO. Dados A € (0,+00], n € [1,+00) e xg € R™. Faga k = 0.
CRITERIO DE PARADA. Calcule Da(xy). Se 0 € Da(xy), Pare. Caso contrdrio.
PAsSsoO ITERATIVO . Calcule dy, satisfazendo

dy, € Da(zy), ldr|| < nd(0, Da(z)),

e faca
Tpy1 = Tg + dy,

k =k +1 e vd para CRITERIO DE PARADA.

A analise de convergéncia local classica para os métodos de Gauss-Newton requer,
entre outras hipéGteses, que F” satisfaga a condi¢ao Lipschitz (ver, por exemplo [3, 5—
7]). Nos dltimos anos, tem surgido um grande niimero de artigos tratando da questao
da convergéncia dos métodos de Newton, incluindo os métodos de Gauss-Newton por
relaxar a hipdtese de continuidade Lipschitz para a derivada de F' (ver, por exemplo,
[4, 8-24]). Estas novas andlises, além de provar a convergéncia dos métodos, tém
permitido unificar resultados até entao sem relagao e em alguns casos estimar os
raios de convergeéncia 6tima e unicidade de solugao.

Usando o principio majorante introduzido por Kantorovich em [8] e usado por
Ferreira em [15] e [23], Ferreira, Gongalves em [16] e Ferreira, Svaiter em [17], o

presente trabalho tem por objetivos apresentar:

1. uma nova anélise de convergéncia local do método de Gauss-Newton;

2. uma nova andlise de convergéncia local do método quase Gauss-Newton ine-

xato, onde controle residual relativo escalado é feito em cada iteracao;



3. uma nova andlise de convergéncia semi-local da sequéncia gerada pelo algo-

ritmo de Gauss-Newton.

Em nossa anédlise, a condicao Lipschitz para F’ é relaxada usando uma func¢ao
majorante. Nosso tratamento tem a vantagem de deixar clara a relagao entre a
funcao majorante e a funcao I’ associada aos problemas em consideracao, ver por
exemplo os Lemas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, o que nao estd explicito em outras analises
de convergéncia dos métodos que seguem a mesma idéia. Com isso, os resultados
apresentados aqui, tornaram as condi¢oes e demonstracoes de convergéncia mais
simples e mais didaticas. Além disso, nossa condi¢ao majorante permite unificar
resultados previamente nao relacionados pertencentes aos métodos.

Outras vantagens da nossa andlise sao que no caso de convergéncia local dos
métodos de Gauss-Newton o contexto foi estendido para espacos de Hilbert e no
caso quase Gauss-Newton inexato adicionamos resultados de convergéncia para a
condicao de Smale. Ademais, na prova de convergéncia semi-local da sequéncia
gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton utilizamos uma técnica que no lugar de olhar
apenas a sequéncia gerada, identificamos regides onde a sequéncia de Gauss-Newton
para o problema de otimizacao convexa é bem definido quando comparado com
método de Newton aplicado a uma funcao auxiliar associada a funcao majorante,
esta técnica foi introduzida em [25].

A andlise de convergéncia para os métodos de Gauss-Newton também foram
estudados em [4, 10, 11, 13, 18, 19, 24]. A principal diferenga destas anélises com as
nossas analises é que em lugar de nossa condicao majorante é usada a condicao de
Wang, introduzida em [22]. De fato, pode ser mostrado que elas sdo equivalentes.
Porém, a formulacao como uma condi¢ao majorante é mais natural e como ja dito
deixa as condigoes e provas de convergéncia mais simples.

Gostariamos de destacar também, que nossa andlise de convergéncia local para
o método de Gauss-Newton sob condi¢ao majorante, ja se encontra publicado em
periédico especializado, ver [26].

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 1 damos
as notagoes e alguns resultados preliminares sobre operadores lineares, derivadas,
funcoes convexas e analiticas e regularidade. No capitulo 2 dedicamos a um breve
estudo das funcoes majorantes, provando as principais relagoes com a funcao F'. No
capitulo 3 concentra-se a discussao sobre a convergéncia local do método de Gauss-
Newton. Mostraremos que sob certas condicgoes, a sequéncia gerada pelo método
estd bem definida e converge para uma solucao de (1). Além disso, determinaremos
os maiores raios de convergéncia étimo e unicidade de solucao. Por fim, aplicaremos
resultados obtidos para as condi¢oes Lipschitz e Smale. No capitulo 4, mostraremos
que sob certas condicoes, a sequéncia gerada pelo método quase Gauss-Newton in-

exato estd bem definida e converge para uma solugao de (1). Por fim, aplicaremos
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resultados obtidos para as condi¢oes Lipschitz e Smale. No capitulo 5, mostraremos
que sob certas condigoes, a sequéncia gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton con-
verge para um ponto z, € R" tal que F(x,) € C, em particular, z, resolve (3).
Além disso, aplicaremos os resultados obtidos para o caso onde o ponto inicial é um
ponto regular e o caso onde o ponto inicial satisfaz a condi¢cao de Robinson. Por
fim, apresentaremos resultados de convergéncia do algoritmo de Gauss-Newton sob

condicoes Lipschitz e Smale.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é introduzir algumas notacoes e revisar alguns tépicos
de operadores lineares, incluindo resultados da inversa generalizada de Moore-
Penrose. Revisaremos também alguns resultados de derivadas, analise convexa,
funcoes analiticas e regularidade. Estes assuntos serao necessarios ao desenvolvi-
mento dos capitulos seguintes.

Em todo lugar X e Y indicam espacos de Hilbert. A bola aberta e fechada de

centro a € X e raio 6 > 0 sao denotados, respectivamente, por
B(a,d) :={x € X; || — a|| <}, Bla,d] :={z € X; ||z —al| < d}.
A distancia de um ponto z € X a um conjunto W C X é dado por
d(z, W) :=inf{||]z —w| : w € W}.
O polar de um conjunto convexo fechado W C X é o conjunto
We:={z€e X :<z,w><0,Ywe W},
O nicleo de um operador linear A : X — Y, denotado por Ker(A), é o conjunto
Ker(A)={r e X : Az =0)}.

Denotamos P(X) o conjunto de todos subconjuntos de X. Assim, a soma de um

ponto x € X a um conjunto Z € P(X) é o conjunto dado por

y+Z={y+z:xeZ}



A seguir definiremos norma de operadores, antes denotemos por £(X,Y") o espaco

dos operadores lineares continuos de X em Y.

Defini¢ao 1.1 Seja T' € L(X,Y). Definimos a norma de operadores ||.|| como
sendo o numero
1T} := sup{ | Tull; [lul < 1}

Note que valem as seguintes desigualdades:
1) ||Aul| < ||A]|||u|| para todo A € L(X,Y) eu € X.
i) |AB[ < [[Allll Bl e [A+ Bl < [[All + [| B]| para todo A, B € L(X,Y).

Um resultado bem conhecido da teoria de operadores, o qual enunciaremos a seguir,

é o lema de Banach.

Lema 1.1 (Lema de Banach) Sejam B € L(X,X) e I o operador identidade em
X. Se ||B—1I|| <1, entao B ¢ invertivel e vale ||B7'|| < 1/(1 —||B —I||).

Demonstracao: Ver Lema 1, p.p. 189 de Smale [27] com A =1Tec=||B —I]|.
|

Lembramos do Teorema do Grafico fechado que se A € L(X,Y") é injetiva e tem
imagem fechada, entao A é isomorfo & sua imagem, i.e., A~' : ImA — X ¢ continuo.
Dado A € L(X,Y), denotemos a inversa generalizada de Moore-Penrose de A

por A, Se A € L(X,Y) é injetiva e tem imagem fechada, entao
Al = (A*A) LAY,

onde A* denota a adjunta do operador linear A.
A seguir, daremos dois resultados a respeito da inversa generalizada de Moore-
Penrose que serao necessarios mais tarde, para garantir a boa definicao do método

de Gauss-Newton e do método quase Gauss-Newton inexato.

Lema 1.2 Sejam A, B € L(X,Y) tais que A e B tém imagens fechadas. Se A é
injetiva, E = B — A e |[EAT|| < 1, entdo B ¢ injetiva.

Demonstragao: De fato, como B = A+ E = (I + EANA e de hipStese
|EAT|| < 1, segue do Lema 1.1 que I + E AT é invertivel. Portanto, B é injetiva. B

O préximo lema é provado em Stewart [28] ( ver também, Wedin [29] ) para matrizes
A e B de ordem m x n com m > n e posto(A) = posto(B) = n. Porém, o resultado

também ¢é véalido em um contexto mais geral conforme afirmamos abaixo.
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Lema 1.3 Sejam A, B € L(X,Y) tais que A e B sdo injetivos e tém imagens
fechadas. Assuma que E = B — A e ||AY||| E|| < 1, entdo

V2| AT ]|

|Bf — AT|| < .
1 — [|AT|[][£]]

1A
1B < ,
L[|t £]]

Faremos agora uma breve revisao da derivada de uma funcao F': X — Y.

Definicao 1.2 Seja F' : Q0 — Y uma funcdao definida no conjunto aberto Q C X.
Um operador T € L(X,Y) € a derivada de Fréchet de F' em xy € € se para todo
w € X tal que (w + xg) € Q vale a igualdade

1
lim —

Flxg+w) — F(xg) —Twl|| = 0.

Dizemos que F' é Fréchet derivavel em €2 se F' for Fréchet derivavel em todo ponto
x € Q. Denotaremos a derivada de Fréchet de uma fungao F' em x por F'(z) e assim
F'(x) € L(X,Y), ou seja, F' é uma aplicagao linear de € no espago dos operadores
lineares L(X,Y).

Se a funcao F’ é diferencidavel em (), a sua derivada é chamada de segunda
derivada e serd denotada por F”. Assim, F”(x) é um elemento do espago
L(X,L(X,Y)) dos operadores lineares que levam X em £(X,Y’). Para simplificar
a notagao identificaremos o espago L(X, L(X,Y)) por L2(X,Y).

Podemos generalizar o conceito acima, supondo que a n-ésima derivada de uma
funcao F' de X em Y é a derivada da derivada de ordem n — 1. Assim, a n-
ésima derivada, denotada por F(™(zx), serd obviamente um elemento do espaco
L,(X,Y) dos operadores n-lineares de X em Y. Novamente indetificamos o espago
L(X,L(X,...,Y),...)) com o espaco dos operadores n-lineares L,,(X,Y).

Utilizando as notagoes acima temos a seguinte observacao:

Observacao 1.1 Seja F' : ©Q — Y wuma funcdo diferencidvel no conjunto aberto
QC X. Entio F'(z) € L(X,Y) e

[F" ()| = sup{[[F"(z)ull; lull < 1}.
Agora, se F' é uma funcao diferencidvel em ), entao F"(x) € Lo(X,Y) e
1F7" ()] = sup{[| " () (u, v) [I; fJull <1, [v]] <1},

Analogamente, se F' € uma funcao n-vezes diferencidvel em ), introduzimos a norma

do operador n-linear F™ (x) € L,(X,Y) como sendo

1) (@) = sup{[|F™) (2) (ws, - . un)

5 fluall <1, Jun|] < 1}



Agora, estamos interessados em revisar alguns resultados da andlise convexa e

um resultado da teoria de fungoes analiticas.

Proposicao 1.1 Sejam R >0 e ¢ : [0, R) — R uma fun¢do conveza.

i) Entao
D¥(0) = lim p(u) —p(0) _ . o ¢u) — ¢(0)

u—0t u 0<u u ’

onde D" p(0) denota a derivada a direita de ¢ em zero;
ii) Seu,v,w € [0,R), u < w and u < v < w entdo

V—1Uu

Plv) = plu) < W) = ()]s

iii) Se 7 € [0,1] entao a fungao I : (0, R) — R definida por

1 = 20— trt)

€ crescente.

Demonstragao: Ver Teorema 4.1.1 e observacao 4.1.2, pp. 21 de Hiriart-Urruty
and Lemaréchal [30]. |

Lembremos que uma funcao F': 2 — Y, onde Q2 C X ¢é analitica se, para cada

ponto a € () existe uma série de poténcias

o Fm)

Z (a) 3
n!

n=0

com raio de convergéncia ¢ > 0, isto é,

P (g
F) =S 9 oy e —af <

n=0

Proposicao 1.2 Se 0 <t <1, entao Y .- (i +2)(i + 1)t' = 2/(1 — t)*.

Demonstracao: Consideremos a funcao g : (—1,1) — R definida por ¢(t) =
(1 — )~ E f4cil ver que g ¢ analitica em (—1,1) e

Jy=01-72 ¢g'O)=200-t)3,..., D@1 =1 —t)" D, (1.1)



Agora usando a definicao de funcao analitica e as inequacoes anteriores obtemos que

0) i~
g t—;t.

Derivando duas vezes a equacao acima temos que

©

=
o
Q

[e.9]

g'(t)=> (i+2)(i+ 1)t

1=0

a qual combinada com a segunda equagao em (1.1) prova o resultado desejada. W

Encerramos este capitulo, com um breve estudo de regularidade. O estudo
de regularidade fornecera ferramentas que auxiliarao na prova de convergeéncia da
sequéncia gerada pelo Algoritmo 0.1 para uma solugao de (3). Para mais detalhes
a respeito de regularidade ver [3, 4].

Considere C como definido em (4), i.e., C é o conjunto de todos os pontos minimos
da fungao convexa h. Para cada x € R", defina o conjunto D¢ (x) associado a C'

CcOomo

De(z) = {d € R" : F(z) + F'(x)d € C}.

A seguir, provaremos uma relacdo entre os conjuntos Da(z) (definido em (5)) e
Dc(SL')

Proposicao 1.3 Seja x € R™. Se De(x) # 0 e d(0, De(x)) < A, entao
Da(z) ={d e R": ||d|| < A,F(x)+ F'(x)d € C} C D¢o(x).

Como consequéncia, d(0, Da(z)) = d(0, Do(z)).

Demonstracao: Pela defini¢do de C' em (4) e Da(z) em (5) é imediato que
{deR":||d|| <A, F(z) + F'(z)d € C} C Da(x). (1.2)

Agora, seja d € Da(x). Como De(x) # 0 e d(0, Do(x)) < A, existe um d € Deo(x)
tal que ||d|| < A e F(z) + F'(z)d € C. Dai, pela definicao de C' em (4) e Da(x)
em (5) obtemos d € Da(z). Portanto, como d,d € Da(z), usando novamente a
defini¢ao de Da(z) em (5), temos que

h(F(z) + F'(z)d) = h(F(z) + F'(x)d).
Assim, usando F(x) + F'(x)d € C, a tltima equacio e definicio de C' segue que

F(z) + F'(x)d € C, o que juntamente com (1.2) prova a primeira afirmacdo. A
segunda afirmagao, i.e., Da(z) C D¢(x) é imediata da definicdo de Do (x). Para
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concluir a prova, primeiro note que a inclusao Da(x) C De(x) implica que
d(0, Da(x)) > d(0, Do(x)). (1.3)
Como D¢(z) # 0 e d(0, Do(x)) < A, existe d € Do(x) tal que
ld]] = d(0, De () < A.
Dai, pela definicio de C' em (4) e Da(x) em (5) concluimos que d € D (z). Portanto,
4(0, Da(2)) < ]l = d(0, Do(x),

o que juntamente com (1.3) conclui a prova. |

Definigao 1.3 Sejam F : R" — R™ uma funcao continuamente diferencidvel e
h : R™ — R uma fung¢ao convexra de valores-reais. Um ponto xy € R™ é chamado

um ponto quase-reqular da inclusio (4), i.e., da inclusdo
F(zx) e C:={z€R": h(z) < h(y), Vy € R"},

se existe um r € (0,400) e uma fungao crescente de valores-positivos (3 : [0,7) —

(0,4+00) tais que
De(x) # 0, d0, Do(x)) < B(le = zol)d(F(x),C), Vo € Blw,r). (1.4)

Seja o € R™ um ponto quase-regular da inclusao (4). Denotamos r,, o supremo dos
r tais que (1.4) vale para alguma fungao crescente de valores-positivos 3 em [0, 1),
ie.,

Ty :=sup{r:306:[0,7) — (0,+00) satisfazendo (1.4)}. (1.5)

Sejar € [0,r,,). O conjunto B, (z() denota o conjunto de todas as fungoes crescentes

de valores-positivos 3 em [0,7) tais que (1.4) vale, i.e.,
B, (x¢) :={p :[0,7) — (0,400) : B satisfaz (1.4)}.

Definimos

Buo(t) :=inf {B(t) : B € By, (20)}, t€[0,74,). (1.6)

O numero 7., e a funcao [3,, sao chamados, respectivamente, o raio quase-regular e

a funcao limitante quase-regular para um ponto quase-regular x.

Observagao 1.2 Note que, pela definicao de ry, e 3., € imediato concluir que para

11



todo r < 1y, tal que limy_,,— B(t) < 400 temos

B (t) = inf {B(t) : p € B, (x0)}, te0,r).

12



Capitulo 2
Principio Majorante

Para provarmos a convergéncia dos métodos de Gauss-Newton, usaremos uma
condi¢do majorante similar & usada em [15-17, 23]. Nosso objetivo neste capitulo
¢é definir as fungoes majorantes, estudar algumas de suas propriedades e obter suas

relagoes com a fungao nado-linear I associada aos problemas (1) e (3).

2.1 A Funcao Majorante Radial

Nesta secao, definiremos a funcao majorante radial e estudaremos algumas pro-
priedades relacionadas a ela. Os resultados obtidos aqui sao os principais instru-
mentos no estudo de convergéncia local do método de Gauss-Newton e do método

quase Gauss-Newton inexato para problemas de minimos quadrados nao-lineares.

Definicao 2.1 Sejam X,Y espacos de Hilbert, Q@ C X um conjunto aberto e
F: Q — Y wuma fungao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem
fechada em Q. Tome z, € ), R > 0,

ci=|F)ll, 8= ||F ()

: k:=sup{t € [0,R): B(x,,t) C Q}.

Suponha que F'(x,)*F(x,) = 0 e F'(z,) seja injetiva. Entdo, uma fungdo conti-
nuamente diferencidvel f, : [0, R) — R € uma fun¢do majorante radial de F em

B(z., k) se satisfaz
1F () = F(s + 7(z =z )| < i (lz—z) = (e =), (2.1)

para todo T € [0,1], x € B(zy, k) €

h2) fI € conveza e estritamente crescente;
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h3) p:=+2cB*DTf(0) < 1.

A seguir faremos uma analise da funcao definida acima.

2.1.1 Propriedades da Fungao Majorante radial (f,)

Nesta subsecao, estaremos interessados em estudar algumas propriedades da fungao
majorante radial. Destacamos que para os resultados desta subsecao nao se faz

necessaria a condigao (2.1), parte da definigdo de fungao majorante radial.

Proposicao 2.1 Sdo vdlidas as sequintes desigualdades

tht)—f()>0 e  fi()+t>0, Vte(0,R).

Demonstragao: De h2 temos que f’ é estritamente crescente em [0, R), entao f,
¢ estritamente convexa em [0, R). Assim,

fr(0) > f.(t) — tfL(¢) e fr(t) > f-(0) +t£(0), Vite (0, R).

Com simples manipulacgoes algébricas e usando hl, as desigualdades da proposicao
seguem das desigualdades acima. |

Proposicao 2.2 Defina a constante v =: sup {t € [0, R) : B[f.(t) + 1] < 1}. Entao,

v € positiva e € valida a sequinte desigualdade

0< Bl +1] <1, Vie(0v) (2.2)

Demonstragao: Primeiro, segue da continuidade de f/ em [0, R) e hl que

lim B[f.(t) + 1] = 0.

t—0

Dai, existe 0 > 0 tal que G[f.(t) + 1] < 1 para todo t € [0, ). Portanto, § < v, o
que estabelece a primeira afirmacao.

Para concluir a prova, note que as desigualdades seguem da hipdtese que f/ é
estritamente crescente, hl e definicao de v. |

Proposicao 2.3 As sequintes fungoes sao crescentes:
i) [0, R)>t—1/[1=B(f1(t) +1)];

ii) (0, R) >t [tf(t) — fo(1)]/1%;
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i) (0, ) 3 ¢ — [1() + 1)/t
iv) (0, R) >t~ f.(t)/t.
Como consequéncia, as funcoes

tf(t) — fr(t)
211 = B(f1(E) + 1]

também sao crescentes.

(0, R) >t

Demonstracao: O item i é imediato, pois f/ é estritamente crescente em [0, R).

Para provar o item ii, note que com algumas manipulagoes algébricas e hl,

tfr () — fr(8) / fi(®) f’ fi() = fi(rt)

obtemos

dr.
Dai, usando a Proposi¢ao 1.1 com f/ = ¢ segue que a funcao em consideragao é
crescente.

Para estabelecer o item iii, use f/(0) = —1 e Proposigao 1.1 com f/ =peT =0.

Prova do item iv. De h2 temos que f, é estritamente crescente, entdao f, é
estritamente convexa em [0, R). Usando que f,.(0) = 0, temos f.(t)/t = [f.(t) —
f-(0)]/[t — 0]. Dali, o item iv segue da Proposi¢ao 1.1 com f, = p e 7= 0.

Para provar a iltima parte da proposi¢ao, combine os itens i e ii para a primeira
funcao e o itens i e iii para a segunda funcao. |

Proposicao 2.4 Defina a constante

- {t e (0.0): BEO — L1+ V2RI +1) 1} |

tl = B(fIE) + 1))
Entao, p € positivo e sao validas as sequintes desigualdades

Bltf(t) — £ (O] + V2eB[f1(t) + 1]
= Bf(E) +1)]

0< <1, Vte(0,p). (2.3)

Demonstragao: Primeiro, note que com algumas manipulagoes algébricas e us-
ando hl temos

BILA0) — £, + VacRlf() +1] B0 - f@_r] b VEep BO-L0
=307, + 1)) =  OESY |
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Segue da ultima equagcdo, continuidade de f/ e Proposigao 1.1 com ¢ = f/ que

B — L] VIO Y _ s
m i~ AU + 1) = V2 DTL0)

Agora, como p = v/2¢62D* f/(0) < 1 de h3, concluimos que existe § > 0 tal que

Bltf(e) = SN+ V2O U o
] | 6),

t =B +1)

Dai, segue que § < p, o que prova a primeira afirmagcao.

Para provar (2.3), use a primeira desigualdade da Proposicao 2.1, f! estritamente
crescente e desigualdade (2.2) para a primeira desigualdade e definicdo de p e
ultima parte da Proposicao 2.3 para a segunda desigualdade. |

Proposicao 2.5 Dadas as constantes ¥, w; e ws satisfazendo 0 < ¥ < 1, 0 <
wy < wy ewi(p+ pd+9) 4wy <1, defina a constante

L) = fr(t) + V2eBf1(t) + 1]
t[l — B(f(t) + 1)]

p = sup{tE(O,V):(1+19)w16 +w119+w2<1}.

Entao a constante p € positiva e sao vilidas as sequintes desigualdades

L) — fo () + V2eB[fL(E) + 1]

t[L— B(fi(t) + 1)] twrd+w <1, Vi€ (0, p). (24)

0 < (14+9)w

Demonstragao: Primeiro, note que com simples manipulacoes algébricas e us-
ando hl, temos

g DD 510 = G O
SO B(RO+ D] 1= B0 + 1)

Agora, usando h1, simples manipulagoes algébricas e que f! é convexa, segue da
Proposigao 1.1 com ¢ = f/ que

i SO+ ) = £(0)/¢
=0 t[1 —B(fr(t)+1)] t=01—pB(fi(t)+1)

Dai, combinando as duas equagoes acima é facil concluir que

= D" f,(0).

tf(t) — fo(t) + V2eBlfLE) + 1]

lim (1 + ) 8 1= B(fi(t) + 1)]

+Cd119+(x)2

= (14 w1 V282D £1(0) + w10 + w,.
Como i = \/2¢2D* £2(0) e wy(p + pd +9) + wy < 1, obtemos que existe um § > 0
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tal que

L) — fr(t) + V2eB[£1(1) + 1]

O I T HOES)

+wi +wy < 1, tE(O,(S),

Portanto, § < p, o que prova a primeira afirmagao.

Para provar (2.4), use a primeira desigualdade da Proposigao 2.1, f! estritamente
crescente e desigualdade (2.2) para a primeira desigualdade e definicdo de p e
ultima parte da Proposicao 2.3 para a segunda desigualdade. |

Proposigao 2.6 Seja By := ||[F(z.)*F'(z.)]7||. Defina a constante

oimsp{re (0 MO TAEO LD

t

Adicionalmente, se cfoD7T f1(0) < 1, entao o € positiva e sao vdlidas as sequintes

desigualdades

o < B +0) + i) + 1)

<1, Yte(0, o). (2.5)

Demonstragao: Primeiro, note que com algumas manipulagoes algébricas e us-
ando h1 temos

ﬁ(fr(t)+t)+cﬁﬁ(f7{(t>+1> _ fr(t)_fr(o)
t =p t—0

— o) + Cﬁoﬂ(ti = 51{(0)'

Segue da ultima equacao, continuidade de f/ e Proposigao 1.1 com ¢ = f, que

o BUO) + )+ c(f1(8) + 1)

t—0 t

= Cﬂo DJFf;(O)
Agora, como ¢ By DT f/(0) < 1, concluimos que existe § > 0 tal que

Bfr(t) + ) + cBo(f7 () + 1)
t

<1, t €(0,9),

Dai, segue que § < o, o0 que prova a primeira afirmacao.

Para provar (2.5), use a segunda desigualdade da Proposicao 2.1 e que f! é
estritamente crescente para a primeira desigualdade e definicao de o os itens iii e
iv da Proposicao 2.3 para a segunda desigualdade. |
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2.1.2 Principais Relagoes entre f, e F'

Nesta subsecao, apresentaremos as principais relacoes entre a fungao majorante ra-

dial f, e a fungdo nao-linear F' associada ao problema (1).

Lema 2.1 Seja z € Q. Se ||z — z.|| < min{v, k}, entao F'(x)*F'(x) é invertivel e

sao validas as sequintes desigualdades

B
e —a.)) +1

V2B [fi(lr — =) + 1]
1= Bl = zl)) + 1]

P @l < = @) P <

Em particular, se ||z — x.|| < 7, onde r = min{k, p} ou r = min{k, p}, entao

F'(x)*F'(x) é invertivel em B(x,,r).

Demonstragao: Primeiro, para simplificar a demonstracao definiremos as ma-
trizes

A= F'(z,), B = F'(z), E = F'(z) — F'(x,). (2.6)

Seja z € Q tal que ||z — z,|| < min{r, k}. Dai, usando a definicao de /3, desigual-
dade (2.1) com 7 = 0 e desigualdade (2.2), obtemos que
1F" (@) = F' (@) IIIF (2) F' (2] F (2.)"]) < B2 — 2.l) = £(0)] < 1.

r

Combinando a iltima desigualdade e as definigoes em (2.6), temos
IBAY < [|B[llAY] < 1. (2.7)
Considerando a inequagao anterior e que F'(z,) é injetiva segue do Lema 1.2 que

F'(x) é injetiva. Entao, F'(z)*F’(z) é invertivel e pela definicdo de r também
podemos concluir que F’(x)*F’(x) é invertivel para todo x € B(z,, 7).

Agora, como ja sabemos F'(x) e F'(x,) sao injetivas. Dai, usando as definigoes
em (2.6) e inequagao (2.7) as desigualdades do lema seguem das desigualdades do
Lema 1.3. L

E conveniente estudar o erro linear de F para cada ponto em (2, por isso definimos
Ep(z,y) = F(y) = [F(z) + F'(z)(y —2)], y, v (2.8)
Iremos limitar este erro pelo erro da linearizagao da funcao majorante radial f,

er,(t,u) = fr(u) = [(0) + f®(w—=1)], 1, uel0,R). (2.9)

Lema 2.2 Se |z, — z|| < &, entdo vale ||Ep(z,z.)| < ey, (||z — x|, 0).
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Demonstragao: Como B(z,, k) é um conjunto convexo, segue T, + 7(x — x,) €
B(z., k), para 0 < 7 < 1. Dai, usando defini¢do de Ep, F' é continuamente difer-
enciavel em 2 e algumas manipulacoes algébricas, obtemos que

|Er(e,2.)] = |Fz.) — [F(z) + F(2)(. - 2)] |
=Hﬁuwx—m»1Afﬂm+¢@—x@ﬂﬂx—am
< [ 1P@) - Fla. + @ —2)] |1z — . dr

Agora, considerando a desigualdade acima junto com (2.1) é facil ver que

1Ep (2, .|| S/O (e = 2l)) = £ (7l = 2D} |2 — ]| d7

1
= filllz =z Dllz — =] - / fi(Tllz = zd)llz — 2. dr
0
= [r(0) = folllz = z]l) + frlllz — zulDlle — ..

Portanto, combinando a tltima desigualdade com a defini¢ao (2.9) segue a desigual-
dade desejada. |

Denominamos como o passo de Gauss-Newton para a funcao F a seguinte igualdade:
Sp(x) = —F'(2) F(z). (2.10)

Lema 2.3 Se ||z — z.|| < min{v, k}, entao

Beg, (Il — @41,0) + vV2e3[f] (|2 — z.]]) + 1]

15e @)l < T Bl — o) + 1

+lz =z,

Demonstracao: Usando (2.10), definigdo da inversa de Moore-Penrose,
F'(x,)*F(z.) = 0e (2.8), segue com algumas manipulagoes algébricas que
1SF(2)]| = || F'(2)" (F(x.) = [F(2) + F'(2)(2, — 2)])
+(F(2)" = F'(z.)")F(x.) + 2. — 2
<N F' @) M Ee(z,a)|| + [F' ()" = F'@) I F )] + o — ..

Agora, a ultima inequacao junto com os Lemas 2.1 e 2.2 e defini¢ao de ¢, implica
que

Ber(lz —2fl.0) V2B (e — a)) + 1]

— Bl (lz =z )+ 1] " 1=8[f(|lx — z.|) + 1] + |z — .,

ISe ()] < <
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a qual é equivalente a inequacao desejada. |

2.2 A funcao Majorante Esférica

Nesta secao, definiremos a fungao majorante esférica e estudaremos algumas pro-
priedades de uma determinada fungao auxiliar associada a ela. Os resultados aqui
sao os principais instrumentos no estudo de convergéncia da sequéncia gerada pelo

algoritmo de Gauss-Newton para problemas de otimizagao de composicao convexa.

Definicao 2.2 Sejam R > 0, zyp € R" and F' : R" — R™ wuma funcdo continua-
mente diferencidvel. Entdo, uma funcao duas vezes diferencidvel f. : [0, R) — R é

uma fun¢do majorante esférica para a fungciao F em B(xo, R) se satisfaz

1" (y) = F'(@)Il < fillly = 2l + llz = zoll) = fo(llz = ol (2.11)
para todo x,y € B(xo, R), ||z — ol + |ly — x| < R, e

a]') fe(o) = 07 fé(o) = _17'

a2) f! é convexra e estritamente crescente.

Neste caso também é conveniente limitar o erro linear de F' pelo erro linear de f..

Lema 2.4 Tome
z,y € B(xg,R) e 0<t<wv<R.

Se |z —xo|| <t ey —z| <v—t, entao

1Ere,9)] < es.(t,0) (M) |

v—t

Demonstracao: Como B(zg, R) é um conjunto convexo, segue que
r+uly —x) € B(xg, R) para 0<u<l1.

Dai, como F ¢ continuamente diferencidvel em B(zg, R), (2.8) é equivalente a

Er(x.y) = / F'(z + uly — 7)) — F'(@))(y — ) du
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Considerando a equagao anterior e (2.11) obtemos que

1Er(z, )| S/O I (2 + u(y — ) = F'(@)][| lly — ]| du

1
< /0 e (e = woll + ully = zll) = f (lz = zolD] ly — | du.

Agora, usando a convexidade de f’, as hipéteses ||z — xo| < ¢, ||y — z| < v —t,
v < R e Proposigao 1.1 segue que, para qualquer u € [0, 1]

felllz = woll + ully = zll) = fo(llz = woll) < fE(E +ully —2l)) = £22)

< [t +u(o — 1) — pep =2l

v—t

Combinando as duas equagoes acima obtemos que

v—t

IEre)l < [ 1520+ uto - 0) - [0 L

a qual, depois de calculada a integral e usando a definicio em (2.9), dé-nos a
inequagao desejada. |

2.2.1 Propriedades da Funcao auxiliar f;,

Nesta subsecao, estaremos interessados em definir e estudar algumas propriedades
de uma determinada funcao auxiliar associada com a funcao majorante esférica.
Destacamos que para os resultados desta subsecao nao se faz necessaria a condi¢ao
(2.11), parte da defini¢ao de fungdo majorante esférica.

Inicialmente, seja f. : [0, R) — R uma fun¢ao majorante esférica para a funcao
F em B(xg, R). Tome £ > 0, a > 0 e defina a funcao auziliar fe, : [0, R) — R,

feat) =6+ (= Dt 4+ afe(t). (2.12)
Considere as seguintes condigoes para f¢ q:
a3) existe t, € (0, R) tal que feo(t) > 0 para todo t € (0,%.) e fea(ts) =0;

ad) fl(t.) <0.

Daqui em diante, assumimos que f. : [0, R) — R é uma fungdo majorante
esférica para a fungdo F' em B(xg,t.) e a3 vale. A condigado a4 sera valida somente

quando explicitamente afirmada.
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No capitulo 6, veremos que a sequéncia gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton
para resolver problemas de otimizagao de composi¢ao convexa sera “majorada”pela

sequéncia de Newton associada a esta funcao auxiliar.

Proposicao 2.7 As sequintes afirmacoes sao validas:

i) f§7a(0> = 6 > 07 fﬁl,OC(O) = _1;'

ii) f{, € convera e estritamente crescente.

Demonstragao: Imediato, simplesmente use a definicao em (2.12), al e a2. &

Proposicao 2.8 A funcao fe € estritamente convezra e

feat) >0, fi,(t) <O, t<t— fealt)/fialt) <t Vtel0,t.). (2.13)

Além disso, féa(t*) < 0.

Demonstracao: Como fé’a é estritamente crescente (Proposi¢ao 2.7), segue que
fe,o € estritamente convexa.

A primeira inequacao em (2.13) segue imediato de a3. Agora, como fe, é estri-
tamente convexa,

0= fealts) > fea(t) + fio(@)(t — 1), t € [0,t.). (2.14)

A segunda inequagao em (2.13) segue da inequagao acima e a3. A terceira inequagao
em (2.13) segue da primeira e da segunda desigualdade. A tltima inequacao em
(2.13) ¢ obtida por dividir a inequagao em (2.14) por —f¢ ,(t) (o qual é positivo) e
manipulagoes algébricas na inequagao resultante.

Agora, como feo > 0em [0,t,) e feo(t.) =0, devemos ter f{ (t.) < 0. N

Seja ny, , a fungao iteracao de Newton associada a fungao auxiliar fe o, definida

por
L0,t) — R

to—= b= fealt)/ fialt).
Da segunda desigualdade em (2.13), temos que a fungao iteragao de Newton ny,

esta bem definida em [0, t,).

e (2.15)

Proposigao 2.9 Para cada t € [0,t.) € vdlido que § < ny, ().
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Demonstracao: A Proposicao 2.8 implica que fg, ¢é estritamente convexa. Dai
usando o item i da Proposigao 2.7 é facil ver t — { > —f¢,(t). Entdo, segue da
definicao acima que

fEa(t) f§a<t> fﬁa(t) /
ng, () —E=t—2200 e > g (p)—isen) e fLoB+1], Vteot,).
sea ) fealt) =g 1) T g et 0t
A Proposigiao 2.7 implica que f{ ,(0) = —1 e f;, ¢ estritamente crescente. Deste

modo, segue que f{ () +1 > 0, para todo t € [0,%.). Portanto, combininando a
equacgao acima com duas primeiras inequagoes na Propositicao 2.8 a desigualdade
segue. |

Proposigao 2.10 A fungdo iteragio de Newton ny, . leva [0,t,) em [0,t.) e

—_

t <ny, (), te —ny (1) < 5(t —t), Vit e[0,t.). (2.16)

Se fea também satisfaz a4, i.e., fi (t.) <0, entao

f//,a (t*)

m(t* — 1), Ytelo,t,). (2.17)

t* - nf&,a (t> S

Demonstragao: As primeiras duas afirmagoes da proposicao seguem trivialmente
da tltima inequagao em (2.13).

Prova da segunda inequagao em (2.16). Tomando ¢ € [0,t,) e usando (2.15) e a
continuidade de f{ , obtemos que

b= 5 ()[fgam( — 1) + fea(t)]
1
" fla ()

e

. f& /fga — fL(t) du

Como f{, é convexa (Proposicdo 2.7) e t < t., segue da Proposigao 1.1 que

[f/ a(t)(t* - t) + f&a(t) - fﬁ,a(t*)}

Fhalt) = fal®) < [fialt) = fea®] 7= Vuetr)

*

Levando em conta a positividade de —1/f!(t) (segunda inequacao em (2.13)) e
combinando as duas ltimas equacoes temos que

u—t
t. —t

b0 < (1200 [ () — )]
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Resolvendo a integral acima obtemos que

te—ng (1) < % (fg’a(f}él(%a(t)) (. —1). (2.18)

Portanto, a inequagao acima junto com f{ ,(t.) <0 e f{ (t) <0 implica a segunda
inequacao em (2.16).

Finalmente, assuma que f¢ o satisfaz a4. Tome ¢ € [0,¢.). Como f¢ , é crescente,
fia(t) <0e f{,(t) <0, obtemos que

fealts) = feal) _ Jfealts) = fea(t)

_fé,a(t> N _fé,a(t*)
1 fealt) = fea() fealts)
B _ffl,a(t*) t* =t (t* - t) S _fﬁl,oz(t*) <t* - t>7

onde a ultima inequacao segue do fato que f¢, é duas vezes diferencidvel em [0, ).
Combinando a inequagao acima com (2.18), segue a desigualdade em (2.17). |

A sequéncia de Newton {t;} para resolver a equacao f¢o(t) = 0 com ponto inicial

to = 0 é definida como
t() = 0, tk+1 = nfm (tk>, k= 0, 1, cee . (219)

Dai, segue da Proposicao 2.10 que

Coroldrio 2.1 A sequéncia {t;} estd bem definida, € estritamente crescente, estd

contida em [0,t,) e converge Q-linearmente para t, como seque
1
t*—tk+1§§(t*—tk), k=0,1,....

Se feo também satisfaz a4, entio {t;} converge Q-quadraticamente para t, como

seque

"
Ly
t*—tk+1<L()(t*—tk)2, k=0,1,....

B _2f§/,a(t*)

Proposicao 2.11 A fungdo [0,t.) 3t — —(fe.a(t))/(f¢(t)) € decrescente.

Demonstragao: Usando o fato de que f¢, ¢ duas vezes diferencidvel e f{ , < 0
em [0,t,), é facil ver que

<_ f&a(t))/ _ Jealfal®) ~ Ral®? )y

fealt) (feal®)? ’
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Dai, é suficiente mostrar que

fea®)fla(t) = (fia() <0, Vte0t). (2.20)

Como fe o € estritamente convexa (Proposicao 2.8) e f{ , é convexa (Proposicio 2.7),
temos que

0> fea(O)+fea®)(tamt), fealt) >0, feolts) 2 feaO)+fea()(t~t), Vie[0,L.).

Usando as inequagoes acima e a segunda inequacao em (2.13), obtemos que

Fea®)fa(t) = (fea)® < fia)(t — ) fla(t) = (fia)® < —fia(t)fealts),

a qual combinado com a Proposigao 2.8 implica na inequacao em (2.20). Portanto,
a proposicao segue. |

Proposicao 2.12 A desigualdade £ < t. € vdlida. Sejam n > 1 e [3,, uma fungao

crescente de valores positivos em [0,t,). Se

0 18, ()
0B () (fUt) + 1)+ 17

VE<t<t,, (2.21)

entao

Uﬁmo(t)/& < _1/fé,a(t>7 \Vlf <t <t,.

Demonstracao: Primeiro, usando que f¢, ¢ estritamente convexa (Proposicao
2.8), definicao de t, em a3 e Proposicao (2.7) segue que

0= fealt.) > feal0) + fLa(0)(t. —0) =€ —t.,

0 que prova a primeira afirmacao.

Agora, combinando a inequagao em (2.21), al e a2, obtemos com simples célculos
que
anBu, ) (f(t) +1) +a = nbsy(t), VESt <t

Daf, usando f{ ,(t) = (o —1) +af'(t) e algumas manipulagoes algébricas, temos que

NGt fla(t) > —a,  VE<t <,

a qual combinada com a segunda inequagao em (2.13) prova a inequagao desejada. B

Proposicao 2.13 Seja 0 < & < o com as correspondentes funcgoes auziliares fe g
e fea € seus menores zeros tx e t, respectivamente. Entdo as sequintes afirmagoes

sao vdlidas:
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i) f{,@ < f{,a em (07R);
ii) fia < fia em (0, R),
iii) tz < t..
Demonstragao: Como f! é estritamente crescente (a2) segue que f. é estrita-

mente convexa. Dai usando al, temos que f.(t) +¢ > 0, para todo t € (0,t,).
Portanto, como a > & > 0 e facil ver que

a(t + fo(t) < alt+ f(t),  Vte[0,t),

Para concluir a prova do item i, some £ —t em ambos os lados da inequacao anterior
e use a defini¢do em (2.12).

Para provar o item ii, note que de a2 temos que f/ é estritamente crescente, isto
junto com « > & implica que (o — @) (fL(t) — f2(0)) > 0, para todo t € (0,t,). Dai,
usando al e algumas manipulagoes algébricas, obtemos que

@—1)+af(t)<(a—1)+afl(t), Vtelot)

Portanto, a afirmagao segue da inequagao acima e definigao em (2.12).

Para estabelecer o item iii, use item i e definicoes de t; e t, em a3. [ |
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Capitulo 3

Analise Local do Método de

Gauss-Newton

Neste capitulo, apresentaremos uma analise de convergéncia local do método de
Gauss-Newton para resolver problemas de minimos quadrados nao-lineares. Com-
provaremos que sob certas condigoes a sequéncia gerada pelo método de Gauss-
Newton estd bem definida e converge linearmente para uma solugao do problema
em consideracao. Encerraremos, aplicando os resultados obtidos para a condigao
Lipschitz cléassica e condi¢ao de Smale para fungoes analiticas. Os resultados deste
capitulo ja se encontram publicados em [26].

Inicialmente, sejam X e Y espacgos de Hilbert real ou complexo, 2 € X um
conjunto aberto e F': {2 — Y uma funcao continualmente diferenciavel. Considere

o seguinte problema dos minimos quadrados nao-linear
min || F(z)|. (3.1)

Se F'(z) ¢ injetiva e tem imagem fechada para todo x € €2, o método de Gauss-
Newton usado para encontrar pontos estacionarios do problema acima é formalmente

descrito como: Dado xg € €2 defina
Thy1 :xk_F/<-Tk;)TF<£Uk), k=0,1,....

A seguir, faremos uma analise de convergéncia local do método definido acima.

3.1 Convergéncia do Método de Gauss-Newton

Nesta secao, provaremos a convergencia local do método de Gauss-Newton para re-
solver (3.1). Com algumas exigéncias para a funcdo F' e admitindo que o ponto

z, € € é um ponto estacionario de (3.1), mostraremos que tomando o ponto inicial
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o numa vizinhanga apropriada de xz,, a sequéncia gerada pelo método de Gauss-
Newton estd bem definida e converge linearmente para x,. Além disso, determinare-
mos os raios de convergéncia 6tima e de unicidade do ponto estacionario. Estas

afirmagoes se encontram no teorema:

Teorema 3.1 Sejam X,Y espacos de Hilbert, & C X wum conjunto aberto e F :
Q — Y wuma funcao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada
em . Tome x, € Q, R > 0,

c:=||F(z.)], B = HF’(Q}*)TH , k:=sup{t € [0,R) : B(x.,t) C Q}.

Suponha que F'(x,)*F(x,) = 0, F'(x,) € injetiva e que existe uma fungdo conti-

nuamente diferencidvel f, : [0, R) — R tal que
1F'(2) = F'(ze + 7(z =z )| < fi(lz —=.l)) = fi(7llz — =), (3.2)

para todo T € [0,1], x € B(zy, k) €

h1) £,(0) =0 e fi(0) = —1;

h2) f/ é conveza e estritamente crescente;
h3) p:=+2cB*DTf(0) < 1.

Sejam as constantes positivas v :=sup {t € [0, R) : B[f.(t) + 1] < 1},

_ B — 0]+ VIR + 1
”‘$m{t€””” L~ B0 + 1)

< 1}, r:=min{k, p}.

Entao, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial xq €

B(@.,r)/{z.}
Tyl = T — F/(J?k)TF(l‘k), k= 0, 1... s (33)

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x.,r), converge para . e

vale

N A X |
loen =l < = = Pl = 80w~ e+ 1 17—
21 £/
V2 (o — ) +1] low — o],  k=0,1,.... (3.4)

[0 — |1 = B ([x0 — ) + 1)]
Além disso, se [B(pf(p) — fr(p) + V2e(fl(p) + DI/[p(1 = B(fl(p) +1))] = L e

p < K, entao r = p é o melhor raio de convergéncia possivel.

Adicionalmente, se
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h4) ¢y DT f/(0) < 1, entao x, € o unico ponto estaciondrio de F(x)*F(x) em
B(z.,0), onde

o= sup{t € (0,r) : [B(fr()/t+1)+cBo(fL(t)+1)/t] < 1}, Bo == ||[F" ()" F'(z)] .

Observacgao 3.1 Com o objetivo de deizar o Teorema acima “auto-contido”, enun-
ciamos novamente, mas desta vez de maneira implicita, a defini¢ao de fun¢ao ma-
jorante radial. Portanto, todas as afirmacoes que faremos neste capitulo envolvendo
a funcao magjorante radial f, e suas relagoes com a funcao nao-linear F foram

provadas nas Secoes 2.1.1 e 2.1.2, respectivamente.

Observacao 3.2 Se ¢ = 0 (o chamado caso residual-zero), a inequagio (3.4) im-
plica que o método de Gauss-Newton converge Q-quadraticamente para x,.. Dai,
seu comportamento € similar ao método de Newton (ver [15] e [22]). Se ¢ € rela-
tivamente pequeno (o chamado caso residual-pequeno), a inequagdo (3.4) implica
que o método de Gauss-Newton converge QQ-linearmente para x,. Porém, se ¢ €
relativamente grande (o chamado caso residual-grande), o método de Gauss-Newton
pode nao ser localmente convergente, ver condi¢cao h3 e exemplo 10.2.4 na pp.225 de
[6]. Portanto, podemos concluir que o método de Gauss-Newton comporta-se melhor
nos problemas de residual- zero-ou-pequeno que nos problemas de residual-grande,

enquanto o método de Newton € igualmente eficiente em todos estes casos.

Como 2 é aberto ¢ imediato concluir que x > 0. Agora, segue das Proposigoes
2.2, 2.4 e 2.6 que as constantes v, p e o sao positivas. Consequentemente, r > 0.
Para facilitar a demonstracao do Teorema 3.1, apresentaremos a seguir uma secao

conténdo trés lemas auxiliares.

3.1.1 Resultados Auxiliares

Nesta subse¢ao nosso objetivo é demonstrar trés lemas que nos auxiliarao na prova
de convergéncia do Teorema 3.1.

Inicialmente, note que o Lema 2.1 garante, em particular, que F'(x)*F'(z) é
invertivel em B(x,,r), assim temos a boa defini¢cao da aplicagao iteragao de Gauss-

Newton G nesta regiao

Gr: B(z.,,r) — Y

r — x—F(2)F(x). (3:5)

Podemos aplicar uma iteragdo de Gauss-Newton em qualquer z € B(z,,r) para
obter Gr(z), o qual pode nao pertencer a B(x,,r) ou até mesmo nao pertencer
ao dominio de F. Assim, isto é suficiente para garantir a boa definicao de apenas
uma iteracao. Para assegurar que a iteragao de Gauss-Newton possa ser repetida

indefinidamente, precisamos de mais alguns resultados.
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Lema 3.1 Seja x € Q. Se ||z — x.|| <r, entao

BLA e = @Dl = 2.l = £ (e = 2]
o — 2. JP[L = B (e — .| + D)
V2l — ) + 1
lo — 2. - A7l — 2] + 1)]

[Gr(z) — .| < lo = a.1*

2 = 2.]].

Em particular,

1Gr(2) = 2| < [l = ..

Demonstragao: Primeiro, como ||z — z.]| < r, o Lema 2.1 implica que
F'(z)*F'(x) ¢ invertivel; entdo Gp(z) estd bem definida. Agora, usando (3.5) e
que F'(x,)*F(z,) = 0 obtemos, apés simples célculos que
Gp(r) — .= o -z, — [F'(2) F'(2)] " F'(2) F(z)
= [F'(2) F'(x)] " F' ()" [F'(2) (x = 2.) = F(x) + F(x.)
+ [F/(2) F(2)] 7 F(2) Fa,) — [F'(2) F'(2)] " F(2) F(x.).

E facil ver que reunido a ultima equacao, definicao da inversa de Moore-Penrose e
(2.8), obtemos

IGF(2) =zl < [|[F'@) [ 11 Bp(z, 2l + || F'(2.)" = F'(@) || I|F(z)]].

Como ¢ = ||F(z,)||, combinando a tltima desigualdade com os Lemas 2.1 e 2.2
temos que

Ber.(llz —2fl.0) V2B (f1 (Il — @.]]) +1)

|Gr(x) = 2] < = Bfillle —zl) +1)  1=B(fillz — ) +1)

Dai, usando a definigdo em (2.9) e h1, concluimos que

pllz = 2Dz = 2l = frlllz = z.]])] +\/5652[J”£(HIIJ — o)) +1]
1= Bz = z.])) +1) 1= Bl =) + 1)

|G r(2) =] <

que é equivalente a primeira desigualdade do lema.

Para concluir a prova, note que o lado direito da desigualdade acima também ¢
equivalente a

Bl — zdDllz — 2l = frllle — zD] + V282 fi (1|2 — @.[]) + 1]
[ = 2|t = Bz = z.]]) + D)

I = |-

Por outro lado, como = € B(xz,,r)/{z.}, i.e,, 0 < ||z — x| < r < p segue da
desigualdade (2.3) com t = ||z — z.||, que o termo entre colchetes na equagao acima
¢ menor que um, o que conclui a prova. |
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Nos proximos dois lemas, obtemos os raios de convergéncia 6timo e de unicidade do

ponto estacionario.

Lema 3.2 Se [3(pf/(p) — f(p)) + V2c8°(fl(p) + D)]/[p(1 = B(f(p) + 1)) = 1 e

p < Kk, entao r = p € o melhor raio de convergéncia possivel.

Demonstracao: Seja a fungao h : (—k, k) — R, definida por

_t/ﬁ+t_fr(_t)v S (_H> 0]7
—t/B+t+ fo(t), t €0, k).
E simples mostrar que h(0) = 0, h'(0) = =1/3, I'(t) = —=1/6+ 1+ f.(|t]) e
|h/(t) - h/(Tt)| < f,,{(|t|) - f;(7_|t|)’ TE [O’ 1]7 te (_’iv ’i)'

Assim, F' = h satisfaz todas as hipdteses do Teorema 3.1 com ¢ = |h(0)| = 0. Como
p < K, é suficiente mostrar que o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com
F' = h e ponto inicial xy = p nao converge. Neste caso, como ¢ = ( nossa exigéncia
adicional torna-se

(Bpfr(p) = fr(p))/p(L = B(f(p) + 1)) = 1. (3.7)

Agora, considerando a tltima equagao, definigdo em (3.6) e manipulagoes algébricas,
obtemos

r1 = p—

W (p)"hip) _ . —p/B+p+flp) _ ( Bpfi(p) — fr(p)) ) _
h(p)TH (p) —1/B8+ 1+ fi(p) p(1 = B(fi(p) +1)) '

Novamente, considerando nossa exigéncia adicional em (3.7), definicdo em (3.6),
obtemos

W (=p)"h(=p) _ . p/B—p—Fflp) ( Blpfi(p) = f+(p)) ) .

h(=p)"h'(=p) —1/8+1+ fl(p) p(1=B(fi(p) +1))
Portanto, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1) com F' = h e ponto inicial
x9 = p, produz o ciclo

LL'QZ—p

To=p, T1=—pP T2=pP5 ...

Consequentemente, a sequéncia nao converge, o que prova o lema. |

Lema 3.3 Se h4 vale, entdo o ponto x, é o unico ponto estaciondrio de F'(x)*F(z)

em B(z,,0).
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Demonstragao: Suponha que y € B(z.,0) é outro ponto estacionario de
F'(x)*F(z). Dai, como F'(y)*F(y) = 0, temos que

y— o=y — . — [F(2) F(2)] 7 F(y) Fy).

Considerando a ultima equagdo, F'(z.)*F(xz,) = 0 e algumas manipulagoes
algébricas obtemos

y— o= [F'(@) F(@)] 7 F (@) [F'(2)(y — 2.) = Fy) + F(a.)]
+ [F(@) F ()] (F (@) = F'(y) ) F(y).

Combinando a ultima equagao com defini¢oes de ¢, 5 e [y obtemos, apds alguns
calculos que

1
ly — .l < ﬁ/o 1F (2.) = F' (2 + uly — 2.)[ly — zlldu + cBol| F' ()" = F'(y)"]]-

Agora, usando (3.2) com = = z, + u(y — ) e 7 = 0 no primeiro termo e x = y e
7 = 0 no segundo termo do lado direito da tultima desigualdade, obtemos

ly — ]| < ﬁ/o [fr(ully = z.ll) = FO)]ly — 2. ldu + cBo[fi(ly — z.]) — £(0)].

Avaliando a integral acima e usando hl, segue da ultima desigualdade que

By = 2l + lly = 1) + By = ) + 1)
Iy < | . Iy~ .l
ly — .||
Como 0 < ||y — x4|| < o, podemos aplicar a desigualdade (2.5) com t = ||z — z.]|,
para concluir que o termo entre colchetes na ultima desigualdade é menor que um.
Dal, ||y — z.|| < |ly — .||, o que é uma contradigao. Portanto, y = .. N

Observacao 3.3 Note que, no Lema acima usamos que a condi¢ao (3.2) € satisfeita

apenas para T = 0.

3.1.2 Prova do Teorema 3.1

Primeiro, note que a equacao em (3.3) junto com (3.5) implica que a sequéncia {xy}
satisfaz
Th+1 :GF(ZEk), k:O,l, . (38)

Demonstracao: Desde que zg € B(x,,r)/{z.}, i.e,, 0 < ||zg — z.|| < r, usando
um argumento de inducao o Lema 2.1 e a ultima desigualdade do Lema 3.1, é facil
ver que {xy} estd bem definida e contida em B(z,, 7).
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Agora, iremos provar que {x} converge para x.. Como {z;} estd bem definida
e contida em B(z,,r), combinando o Lema 3.1 com (3.8), temos que

AUk = zalDllzx = o]l = fr(llzr = 2.[])]
e — 2l P[1 = B lee — ) + 1)]
V2eB(f(lzx — al)) + 1]

e = 2 [[1 = B lwk — z.]]) + 1)]

[ — 2 < g — .|

para todo k = 0,1,.... Por outro lado, usando (3.8) e a tltima parte do Lema 3.1,
concluimos que
|z — 2| < [Jzo — 4], E=1,2.... (3.9)

Dai, combinando as duas ultimas desigualdades e a tltima parte da Proposicao 2.3,
temos que

Bl o = zlDllwo = 2]l = fr(llzo = z.[])]
[0 — z.[[?[L = B(fi(lzo — 2]) + 1)]
V2B (llwo — ) + 1]

[0 = @[T = B(fH(llzo = 2ll) + 1))

I”

[z — 2. < g — .

|z — x|, kE=0,1,...,

que ¢é a desigualdade (3.4) do teorema. Considerando (3.9) e a tltima desigualdade
temos que

[ k1 — | <

Bl lwo — zdDllzo — 2l = frlllwo — 2.lD] + V2B f1 (1|20 — @4]) + 1]
]

Tp—Tx||,
20 — 2./l - AUlzo — o] + 1 v
para todo k = 0,1,.... Assim, segue da desigualdade (2.3) da Proposi¢ao 2.4 com
t = ||lzo — x|l que o termo entre colchetes na ultima desigualdade é menor que

um. Portanto, {|lzx — z.||} converge para zero, i.e., {z}} converge para z.. Os
raios de convergéncia 6tima e de unicidade do ponto estacionario foram provados
nos Lemas 3.2 e 3.3, respectivamente. |

No caso de problemas de residuo-zero, i.e., ¢ = 0, o Teorema 3.1 torna-se:

Corolario 3.1 Sejam X,Y espacos de Hilbert, 0 C X um conjunto aberto e F :
Q — Y wuma fungao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada

em . Tome z, € Q, R > 0,
Gi=|[F@)|,  w=swite[0R): Blr.r) C0}.

Suponha que F(x,) = 0, F'(z.) € injetiva e que existe uma fun¢do continuamente
diferencidvel f, : [0, R) — R tal que

1F (x) = F'(z + 7(z = z)) | < fi(lz = 2)) = fi (7l = 2.]),
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para todo T € [0,1], © € B(xy, k) €
h1) £,(0) =0 ¢ £1(0) = —1;
h2) f! é convexa e estritamente crescente.

Sejam as constantes positivas v :=sup {t € [0, R) : B[f.(t) + 1] < 1},

plEft) = ()]

pi= sup{te 0,v) : M= B0 + 1) < 1}, r:=min{k, p}.

Entao, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial xo €

Bz, r)/{z.}
Tryr = xp — F'(w) F (), k=0,1...,

estd bem definido, a sequéncia {xzy} estd contida em B(x.,r), converge para x, o qual
¢ o unico zero de F(x) em B(x,,0), onde o :=sup{t € (0,k) : B[f.(t)/t+1] <1} e
vale

Bl lzo — z[Dllzo — ]l = frlllzo — )]
lzo = 2 |IP[1 = B(f1(llzo — =) + 1))

Além disso, se [B(pf;(p) = f-(P)]/[p(1 = B(fi(p) + 1)l =1 e p <k, entdor =p é
o melhor raio de convergéncia possivel.

|Zr1— 2| < loe — z|]>, k=0,1,....

Observacao 3.4 O Coroldrio 3.1 é uma generalizacao dos resultados do método
de Newton para resolver o sistema de equagoes nao-lineares F(x) = 0, pois quando

F'(x,) é invertivel o Coroldrio 3.1 € similar ao Teorema 2.1 em [15].

3.2 Casos Especiais

Nesta secao, apresentaremos dois casos especiais do Teorema 3.1, a saber, resultados
de convergeéncia sob condigao Lipschitz classica e resultados de convergéncia sob

condicao de Smale para fungoes analiticas.

3.2.1 Resultados de Convergéncia Sob Condicao Lipschitz

Classica

Nesta se¢ao mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 3.1, onde a

condigao geral (3.2) é substituida pela condigao Lipschitz cldssica (veja [6] e [7]).

Teorema 3.2 Sejam X,Y espacos de Hilbert, 2 C X wm conjunto aberto e F :

Q — Y wuma funcao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada
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em Q. Tome x, € (),

c:=||F(z.)], B = ||F'(z.)"], k:=sup{t > 0: B(x,,t) C Q}.

Suponha que F'(z,)* F(x.) =0, F'(z,) € injetiva e existe um K > 0 tal que
V2K <1, 1F'(z) = F'(y)| < Klz—yl,  Va,y€ Bz, k).
Seja
7 = min {m, (2 — 2\/§K520)/(3Kﬁ)} .

Entao, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial xo €

Bz, r)/{z.}
Tpir = xp — F' () F (), k=0,1...,

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x.,r), converge para ., e

vale

BK
1 — BK||zo —

V2e3K
1 — BK||zo — x4

[2kr1 — 2| < o — .” + e — 2.l
2( ) |

para todo k = 0,1,.... Além disso, se (2 — 2/2KB3%)/(3K(3) < &, entdo r =

(2 — 22K 3%c) /(3K 3) ¢ o melhor raio de convergéncia possivel.

Adicionalmente, se ¢y K < 1, entao o ponto x, € o unico ponto estaciondrio de

F(z)*F(z) em B(x., (2 - 2¢K)/(BK)), onde By = [|[F'(z.)" F'(z.)] .

Demonstracao: E imediato que F, z, e f, : [0,x) — R definida por f.(t) =
Kt%/2 — t, satisfazem as hipéteses (3.2), h1l, h2, h3 e h4 no Teorema 3.1. Neste
caso, € facil ver que as constantes v e p como definidas no teorema 3.1, sao

0<p=(2-2V2K5%)/(36K)) <v=1/8K.

Como consequéncia, 0 < r = min{x, p}. Além disso, com simples célculos podemos
mostrar que

[B(pfi(p) — f(p)) + V2B (fi(p) + 1]/ [p(1 = B(fL(p) + 1))] = 1,

e [B(f-(t)/t+ 1)+ cBo(fL(t)+1)/t] < 1 paratodo t € (0,(2 —2¢[oK)/(BK)). Assim
F.,r, f. e x, satisfazem todas as hipoteses do Teorema 3.1. Portanto, as afirmacoes
deste teorema seguem do Teorema 3.1. |
No caso de problemas de residuo-zero, i.e., ¢ = 0, o Teorema 3.2 torna-se:

Corolario 3.2 Sejam X,Y espagos de Hilbert, ) C X um conjunto aberto e F :

Q — Y uma fungao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada
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em Q. Tome x, € (),

= HF/(J?*)T

, k:=sup{t > 0: B(x,,t) C Q}.
Suponha que F(x,) =0, F'(z.) € injetiva e existe um K > 0 tal que
[1F'(z) = F'yll < Kllz —yll,  Va,y€ Bla,k).
Seja
r:=min{k, 2/(3K03)}.

Entao o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial xo €

Bz, r)/{z.}
Tpr = xp — F' () F (), k=0,1...,

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r) e converge para T, o
qual € o tnico zero de F' em B(x,,2/(SK)) e vale

BK

2
Tk — Ti||7, k=0,1,....
1—6KHwo—iE*H)H |

_ <
i — ]l < 5

Além disso, se 2/(3K3) < Kk, entao r = 2/(3K3) é o melhor raio de convergéncia

possivel.

Observagao 3.5 Quando F'(x,) € invertivel o Coroldrio 4.2 € similar ao Teo-
rema 3.1 em [15].

Para exemplificar, aplicaremos os resultados obtidos nesta secao em um exemplo
numérico de Dedieu and Shub [14].

Exemplo 3.1 Seja F : R — R? tal que F(x) = (z,2% + ¢), onde c € R € dado.
Dat,
miﬂlg |F(@)|? = 2* + (2¢ + 1)a® + 2. (3.10)
xre

E fdcil verificar que F'(z) = (1,22)", |F'(z) — F'(y)|| = 2|z —y|, para todo z,y € R,
ez, = 0 é um ponto estaciondrio de F(x)"F(z). Deste modo, K =2 e 3 = 1.
Portanto, concluimos do Teorema 3.2 que, se |c| < \/5/4, entdo o método de Gauss-
Newton, para resolver (3.10), com ponto inicial xo € B(0, (1 — 2v/2|c|)/3) estd bem
definido, a sequéncia {x}} estd contida em B(0, (1 —2v/2|c|)/3), converge para 0 e

2] +2v2|

(
frin| < TR, k=01

Além disso, se ¢ =0 a sequéncia {xy} converge Q-quadraticamente para x, = 0.
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3.2.2 Resultados de Convergéncia sob Condicao de Smale

Nesta segao, mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 3.1, onde a
condigao geral (3.2) é substituida pela condi¢ao de Smale (ver [14, 27]) para fungoes

analiticas.

Teorema 3.3 Sejam X,Y espacos de Hilbert, QQ C X um conjunto aberto e I : Q) —

Y uma funcao analitica tal que F'(x) tem imagem fechada em Q. Tome x, €
c:=||F(z.)], B = || F'(x)"], k:=sup{t > 0: B(x,,t) C Q}.

Suponha que F'(x,)*F(z.) =0, F'(x.) € injetiva e

1/(n—1)

F™ (g,
) < 400, 222y < 1. (3.11)

v 1= sup

n>1

Sejam a = (2 + 38 — V2c¢8%), b= 4(1 + B)(1 — 2v/2cf%y) e
7 := min {/@, (a—va®=0b)/(2y(1+ ﬁ))} :

Entao, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial xo €

B(w.,r)/{z.}
Trer = 2 — F' () ' F(2y), k=0,1...,

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r), converge para ., e

vale
By 2
[Zh41 — 2| < lzr — @l
" (1 = llzo — ) = By(2llzo — 2|l — Vl[wo — 2£[]?)
2¢3%~(2 — — X,
+ \/_Cﬁ 7( 7|’x0 z H) ||$k —$*||,

(1 =llzo = 2.)? = Br(2llz0 — 2l = YlI70 — 2417

para todo k = 0,1,.... Além disso, se (a —v/a® —b)/(2y(1 + 3)) < &, entdo r =
(a—+/a2—b)/(2y(1 + B)) € o melhor raio de convergéncia possivel.
Adicionalmente, se 2c¢fyy < 1, entdo o ponto x, € o unico ponto estaciondrio de
F(z)*F(z) em B(.,0), onde 0 == (w; —\/w} — wy)/(2v(1+0)), w1 := (2+B—cfh),
wr = AL+ A)(1 = 2efo), o = [|LF" ()" F' ()]

Observacao 3.6 Os resultados do Teorema acima apareceram pela primeira vez em
[14], o qual também mostrou que neste caso um ponto estaciondrio de F(z)*F(x) é

um minimo local estrito de (3.1).

Os seguintes resultados serao necessarios na prova do teorema acima.

37



Lema 3.4 Sejam X,Y espacos de Hilbert, €2 C X um conjunto aberto, F : Q —Y
uma fun¢ao analitica. Suponha que x, € Q e B(x,,1/v) C Q, onde v € definido em
(3.11). Entao, para todo x € B(x.,1/7) vale

IF" ()] < (29)/(1 = Allz = 2.]])°.

Demonstracao: Seja x € 2. Como F' é uma funcao analitica, temos que
C 1 n n
F'(e) = 3 e =)

Combinando (3.11) e a equagdo acima obtemos, apds algumas manipulagoes

algébricas que
e}

IE" (@)l < v ) (n+2)(n + 1)(yllz —a.[)"

n=0

Por outro lado, como B(z.,1/y) C Q temos 7|z — z.| < 1. Dali, segue da
Proposicao 1.2 que

2 o
= 2 1 A
T~ 2 A+ DGl )
Combinando as duas ultimas equacoes, obtemos o resultado desejado. |

O proximo resultado fornece uma condi¢ao mais facil de ser verificada do que a
condigao (3.2), quando as fungoes em consideragdo sao duas vezes continuamente

diferencidveis.

Lema 3.5 Sejam X,Y espacos de Hilbert, €2 C X um conjunto aberto, F : ) —Y
uma fun¢ao duas vezes diferencidvel. Se existe uma funcgao f : [0, R) — R duas vezes

continuamente diferencidvel tal que
[E" ()] < f" ([l = @), (3.12)

para todo x € Q) e ||x — z.|| < R, entdo F e f satisfaz (3.2).

Demonstracdo: Sejam z € B(x,, ) e 7 € [0,1]. B facil ver que

|F' () = F'(s + 7(z — ) || < / 1F" (22 + t(z — )| [l& — .|dt.
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Agora, como ||z — z.|| < k e F satisfaz (3.12), obtemos da desigualdade acima que

1
15 (z) = F'(@. + m(2 — z))|| < / f' (e = zDl|e — .|dt.
Avaliando a integral acima, segue o resultado desejado. |

[Prova do Teorema 4.3]. Considere a fun¢ao real f. :[0,1/7) — R defina por

t

= — 2t
11—t

fr(t)
E simples mostrar que f, € analitica e

f0)=0, fi(t)=1/1 =) =2, f(0)=~1, f(t)=(27)/(1—)
£1(0) =ty
para n > 2. Seque das equacoes acima que f. satisfaz as hipoteses hl, h2, h3 e
h4 no Teorema 3.1. Como f!(t) = (27)/(1 —~t)?, combinando os Lemas 3.4 ¢ 3.5

concluimos que F' e f,. satisfaz (3.2) com R = 1/~. Neste caso, € facil ver que as

constantes v e p como definidas no Teorema 3.1, sao

0<p=(a—=va>=b)/2y(1+7)) <v=(1+0)—VB1+0)/(v(1+0)) <1y,

onde a := (24 38 — V2c%y), b = 4(1 + B)(1 — 2v/2¢B%y). Como consequéncia,

0 <r =min{k, p}. Além disso, com simples cdlculos podemos mostrar que

[B(pfi(p) — f(p) + V2B (fi(p) + 1]/ [p(1 = B(fL(p) + 1))] = 1,

e [B(fr(®)/t + 1) + cBo(fL(t) + 1)/t] < 1 para todo t € (0,0), onde o :=
(w1 — VWl —w)/(2Y(1 + 0), w1 := 2+ B = cfo), wy = 4(1 + B)(1 — 2¢607) e
Bo = ||[F'(x) T F' ()] 7. Assim, F, o, f, e x. satisfazem todas as hipdteses do
Teorema 3.1. Portanto, as afirmagoes deste teorema sequem do Teorema 3.1.

No caso de problemas de residuo-zero, i.e., ¢ = 0, o Teorema 3.1 torna-se:

Corolario 3.3 Sejam X,Y espagos de Hilbert, ) C X um conjunto aberto e F :

Q — Y uma funcgdao analitica tal que F'(x) tem imagem fechada em Q. Tome z, € Q,

B = HF’(Q:*)TH, k:=sup{t > 0: B(xz,,t) C Q}.
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Suponha que F(x,) =0, F'(x,) € injetiva e

1/(n—1)

vy = sup '
n!

n>1

Seja
r::min{ (2430 —+/B(8+90)) 271+5}

Entao, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial xq €

B, ) /{x.}
Lk41 :LL’k—F/(.Tk>TF(LL’k), ]C:O,l,

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r) e converge para T, o

qual € o tunico zero de F' em B(x,, 1/(y(1+ ))) e vale

By
(I =vllzo — 2.][)* = By (2l|lwo — 2 || — 7|70 — 24 ||?

[k = 2| < )lek -z

para todo k = 0,1,.... Além disso, (24 36 — /B84 95))/(2v(1 + B)) < k, entdo
(24368 —+/B(84+90))/(2v(1 + ) € o melhor raio de convergéncia possivel.

Observacao 3.7 Quando F'(x.) € invertivel o Coroldrio 4.3 €é similar ao Teo-
rema 3.4 em [15].
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Capitulo 4

Analise Local do Método Quase

Gauss-Newton Inexato

Neste capitulo, apresentaremos uma analise de convergéncia local do método in-
exato quase Gauss-Newton para problemas de minimos quadrados nao-lineares.
Comprovaremos que sob certas condi¢oes a sequeéncia gerada pelo método inexato
quase Gauss-Newton estd bem definida e converge linearmente para uma solucao do
problema em consideracao. Encerraremos, aplicando os resultados obtidos para a
condigao Lipschitz cléssica e condi¢ao de Smale para fungoes analiticas. Os resulta-
dos deste capitulo se encontram submetidos em periodico especializado e podem ser
vistos em [31].

Inicialmente, sejam X e Y espagos de Hilbert real ou complexo, 2 C X um
conjunto aberto e F': { — Y uma funcao continuamente diferenciavel. Considere o

seguinte problema dos minimos quadrados nao-linear
min || F(x)|?. (4.1)

Se F'(x) é injetiva e tem imagem fechada para todo = € 2, o método quase Gauss-
Newton inexato, onde controle residual relativo escalado é feito em cada iteracao, é

formalmente descrito como: Dado zg € €2 defina
Tpy1 = T + Sk, B(xy)Sy = —F'(xp)* F(zy) + 78, k=0,1,...,
onde B(zy) é uma aproximacao invertivel para F'(xy)*F'(z) e o residuo 1y, satisfaz
[ Peri|| < Ol PoF ()" F ()|,

para as dadas sequéncias {0y} e {P} de niimeros reais e matrizes invertiveis, res-
pectivamente.

A seguir, faremos uma analise de convergéncia local do método definido acima.
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4.1 Convergéncia do Meétodo Quase Gauss-

Newton Inexato

Nesta secao, provaremos a convergéncia local do método quase Gauss-Newton inex-
ato para resolver (4.1). Com algumas exigéncias para a fun¢ao F' e admitindo que o
ponto x, € {2 é um ponto estacionario de (4.1), mostraremos que tomando o ponto
inicial ¢y numa vizinhanca apropriada de x,, a sequéncia gerada pelo método quase
Gauss-Newton inexato estd bem definida e converge linearmente para z,. Estas

afirmacoes se encontram no teorema:

Teorema 4.1 Sejam X,Y espacos de Hilbert, Q@ C X wum conjunto aberto e F :
Q — Y uma fungdo continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada

em Q. Tome z, € Q, R > 0,
c:=||F(z.)], g = HF'(@"*)TH , k:=sup{t € [0,R) : B(z.,t) C Q}.

Suponha que F'(x,)*F(xz,) = 0, F'(x,) € injetiva e que existe uma fung¢do conti-

nuamente diferencidvel f, : [0, R) — R tal que
[1F'(2) = Fl(ze + 7(z —z))| < fi(lz —.l)) = fi(rllz —=l)),  (4.2)
para todo T € [0,1], © € B(x,, k) €
h1) f.(0) =0 and f(0) = —1;
h2) f! é conveza e estritamente crescente;

h3) u:=+2cB32DTf/(0) < 1.
Sao dadas as constantes nao-negativas 0 < 9 < 1, 0 < wy < wy tais que wy(p~+ pd +

V) +wy < 1. Sejam as constantes positivas v :=sup {t € [0, R) : B[f.(t) + 1] < 1},

L) = fr(8) + V2eBf](t) + 1]
tl = B(f(t) + 1)]

p = sup{tE(O,V):(1+19)w16 +w119+w2<1},

r:=min{k, p}.
Considere B(xy) uma aproximagcao invertivel de F'(xy)*F'(xy) satisfazendo
1B F @) Pl <o, 1B Fla) Flo) — 1l <w, k=0,1,....

Entao, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial
zo € B(xy,m)\{z.}

Tl = T + Sk, B(ZEk>Sk = —F,(Ik)*F(JJk) + 7, k=0,1,..., (43)

42



onde o residuo 1, a matriz invertivel Py (precondicionando o sistema linear em

(4.3)) e o termo “forcing”0y, satisfazem as sequintes condi¢oes

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r), converge para . e

vale

frUlzo = D llwo — 2l = fr(lzo — 2]
[0 — . [IP[1 = B(f1(llwo — z.][) + 1)]
G Dwrv2eF[f] (|20 — z.)) +1]

[0 — . l[L = B (o — ]) + 1)]

[ 21 = 2l < (1 + D)wnB g — 2"

+ w v +w2> lee — .|, (4.4)

para todo k =0,1,....

Observagao 4.1 Com o objetivo de deizar o Teorema acima “auto-contido”, enun-
ciamos novamente, mas desta vez de maneira implicita, a definicao de funcdao ma-
jorante radial. Portanto, todas as afirmacoes que faremos neste capitulo envolvendo
a fungao majorante radial f. e suas relagoes com a fungao nao-linear F foram

provadas nas Secoes 2.1.1 e 2.1.2, respectivamente.

Observacao 4.2 Em particular, se 9 = 0 (neste caso 0, = 0 e r, = 0) no Teo-
rema 4.1, obtemos a convergéncia do método quase Gauss-Newton sob condi¢do
magjorante, o qual para wy = 1 e wy = 0, i.e., B(xy) = F'(vg) F'(xy), foi obtido
no Teorema 3.1 do Capitulo 2. Agora, no caso de residuo zero, i.e., c =0 e F'(x,)
invertivel, obtemos a convergéncia do método quase-Newton inexato sob condi¢ao
magjorante, o qual foi obtido por Ferreira, Gongalves [16] no Teorema 4. Final-
mente, se ¢ =1V = wy =0, w; =1 e F'(x,) € invertivel no Teorema 4.1, obtemos
a convergéncia do método de Newton sob condi¢ao majorante, o qual foi obtido por

Ferreira [15] no Teorema 2.1.

Como §2 é aberto é imediato concluir que x > 0. Agora, segue das Proposi¢oes 2.2
e 2.5 que as constantes v e p sao positivas. Consequentemente, r > 0.
Para facilitar a demonstracao do Teorema 4.1, apresentaremos a seguir um re-

sultado auxiliar.

Lema 4.1 Sejam X,Y espacos de Hilbert, Q0 C X um conjunto aberto e F': Q) —Y
uma fungao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada em .
Tome x, € ), R >0 e sejam ¢, B, k como definidos no Teorema 4.1. Suponha que
F'(z,) F(x.) =0, F'(x,) € injetiva e que existe uma f, : [0, R) — R continuamente

diferencidvel satisfazendo (4.2), hl, h2 e h3. Sejam p, 9, wi, wo, v, p e r como no
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Teorema 4.1. Assuma que x € B(x.,7)\{z.}, i.e., 0 < ||z — x| <. Defina
Ty =2+ S, B(x)S = —F'(z)"F(x) +r, (4.5)
onde B(x) € uma aprozimagdo invertivel de F'(x)*F'(x) satisfazendo
1B(2)" F'(@) F'(2)l| <wi,  [|B(2) ' F'(@)"F'(z) = I|| wz,  (4.6)
e o termo “forcing”@ e o residuo r satisfazem
Ocond(PF'(x)*F'(x)) <9, |Pr|| < 0||PF'(z)" F(x)|, (4.7)

com P uma matriz invertivel (precondicionando o sistema linear em (4.5)). Entdo

x4 estd bem definido e vale

fr(lz — 2Dz — 2l = fo(llz — 24]])]
[l = 2|21 = Bl = 2.]) + 1)]
LG Dwrv2eB[fi (|2 — z.)) + 1]

Iz = 2|t = B[z = z.]]) + D)

[ — 2l < (T +0)wnf lz — .|

+ w ¥ +w2> |lx — z.||, (4.8)

para todo k =0,1,.... Em particular,

g = 2] < flz — .||

Demonstragao: Primeiro, como ||[z—x,| < r, 0 Lema 2.1 implica que F'(z)*F'(z)
é invertivel. Dali, como B(x) é uma aproximacao invertivel de F'(z)*F'(z) sat-
isfazendo (4.6), segue que z, estd bem definida. Agora, combinando (4.5),
F'(z,)*F(z.) = 0 e algumas manipulagoes algébricas temos que

Ty — =2 — 1z — B(x) ' F'(2)"(F(z) — F(z.)) + B(z)'r
+ B(z) 'F'(x)*F'(z) [F'(z.) F(z,) — F'(2) F(z,)] .
Combinando a igualdade acima com algumas manipulagoes algébricas, obtemos que

vy — @ = B(a) " F'() F'(2)F'(2) (F(2.) = [F(2) + F'(2) (@ = 2)]) + Bx)™'r
+B(2)" (F'(2) F'(z) — B(x)) ( — )
+ B(2) T F'(2) F'(2)[F' (2.) ' F (2.) — F'(2) F(.)].

44



A tltima equagao, juntamente com (2.8) e (4.6), implica que
24 = 2.l < wi | F' (@) ||| Br (2, )| + [ Bx) ']
+wallz — 2| +wi|F'(2)" = F'(2.) || F ()]
Por outro lado, usando (2.10), (4.6) e (4.7) obtemos, com simples célculos que

1B(z)~"rll < | Bx) " P Pr
< O1B(2) " F' (@) F' (@) (PF' (@) F'(@) |1 PF (@) F' (@) ||| F' () F ()|
< || Sp(@)]-

Assim, obtemos imediatamente das duas ultimas equacoes que

lzs — 2l < | F' (@) B (2, 2| + w19]|Sp(2)]]
+wslle — @l + wl| F'(2)" = F' (@) 1 F ().

Combinando a tltima equacao com os Lemas 2.1, 2.2 e 2.3, obtemos

ef, |z — 2], 0) + V2eB(fl(|lz — z.]]) + 1)
1= Bz = z.) +1)

+ wid||z — z.|| + wo|lx — 24|

24 — ]| < (14 ) fwr

Agora, usando (2.9) e simples cdlculos, concluimos da dltima inequagao que

[y — 2| <

Fllle = @Dlle — 2]l = fr(llz — 2.]]) + V2eB(f (e — 2.)) + 1)
' =Bz = z.)) + 1)

twidlle = 2.l + w |z — .,

(1+9)pw

a qual é a inequacao (4.8). Para concluir a prova, note que o lado da desigualdade
em (4.8) é equivalente a

Fille = 2Dl — @l = fr(llz = 2.])) + V2eB(f(l2 — z.) + 1)

(14 9w B [z — 2z |[L = B(f [z — 2a]) + )]

+ w1V +we |||z — x4

Por outro lado, como = € B(x,,r)/{z.}, i.e., 0 < ||z — x| < r < p segue da
Proposigao 2.5 com t = ||z — z.|| que o termo entre colchetes na equagao acima é
menor que um. Portanto, a iltima inequacao do lema segue. |
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4.1.1 Prova do Teorema 4.1

Facamos agora a demonstragao do Teorema 4.1.

Demonstracao: Desde que z¢ € B(x,,r)/{z.}, i.e., 0 < ||xg — z.|| < r, usando
um argumento de inducao o Lema 2.1 e a ultima desigualdade do Lema 4.1, é facil
ver que {z;} estd bem definida e contida em B(z,, ).

Agora, iremos provar que {x;} converge para x,. Como {z;} estd bem definida
e contida em B(z.,r), aplicando o Lema 4.1 com =, = zp41, © = xg, 7 = T,
B(z) = B(xy), P = Py, e 0 = 0, obtemos que

frUlzn = zalDllee = 2.l = fr(llzk = 2.]])]
ek — 2l [P[1 = B lee — zal]) +1)]
+ ( (1 + Nwr V2 [f] (| — z.]]) + 1]

e = 2 |[1 = B lzx — 2.]]) +1)]

[2pe1 = 2] < (1 + D)wn B e — 2"

+ w4+ wg) |zk — .l

para todo k = 0,1, .... Por outro lado, a ultima inequagao do Lema 4.1 implica que
|z — x| < ||zo — 24|, E=1,2.... (4.9)

Dai, combinando as duas ultimas inequacoes e a ultima parte da Proposicao 2.3,
obtemos que

frUlzo = D llwo — 2]l = fr(l2o — 2]
[0 = 2.|2[L = B(f7(lwo — .[]) + 1)]
L0+ Dwrv2¢8 [ ([lwo — a.])) + 1]

[0 = @[T = BUfH (7o — 2ll) + 1))

[eper = 2o < (1 + D)n B e — 21"

+ wi ¥+ w2> |z — x|,

para todo k = 0,1,..., a qual é equivalente a inequacao em (4.4). Agora, usando
(4.9) e a tltima inequagao temos que

[z — 2| <

Fillzo = walDllwo — @l = fr(llzo — 2ll) + V2eB(f; (w0 — @ll) +1)

(1 +9)wi B 2o — 2. |1 — B (w0 — z+]]) + 1)]

+ w1 + wa | ||zk — 2],

para todo k = 0,1,.... Aplicando a Proposi¢ao 2.5 com t = ||zg — z,|| é imediato
concluir da tltima inequacao que {||zy — x.||} converge para zero. Entao, {xj}
converge para . |

Para o importante caso ¥ = 0, ou seja, método quase Gauss-Newton sob condic¢ao

majorante, o Teorema 4.1 torna-se:
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Corolario 4.1 Sejam X,Y espacos de Hilbert, 2 C X um conjunto aberto e F :
Q — Y wuma fungao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada

em Q. Tome z, € Q, R > 0,

c=|F)ll, 8= |F ()

, k:=sup{t € [0,R) : B(x.,t) C Q}.

Suponha que F'(x,)*F(x,) = 0, F'(x,) € injetiva e que existe uma fung¢do conti-

nuamente diferencidvel f, : [0, R) — R tal que
1F'(2) = F'(z + 7(z —z)) | < fr (|2 = 2)) = £ (7llz — 2.]),
para todo T € [0,1], © € B(x,, k) €
h1) /,(0) = 0 and £1(0) = —1;
h2) f! é convezxa e estritamente crescente;
h3) p:=+2cB*DTf(0) < 1.

Sao dadas as constantes nao-negativas 0 < wy < wy tais que wip + we < 1. Sejam
as constantes positivas v :=sup{t € [0, R) : B[f/(t) + 1] < 1},

£1(8) = £ () + V2eB(£1(1) + 1
tl = B(f(t) +1)]

t
p = sup{tE(O,V):wlﬁ —1—w2<1},

r:=min{k, p}.

Considere B(xy) uma aproximacao invertivel de F'(xy)*F'(xy) satisfazendo
1B () " F () F' (i) | S wn, 1Ba) " Fl(a) Fl(aw) — Il Sws, k=0,1,....

Entao, o método quase Gauss-Newton para resolver (4.1), com ponto inicial xq €

B(x.,r)\{z.}
Tpy1 = Tp + Sy, B(xx) Sy, = —F/(ﬂfk)*F($k) + Tk, k=0,1,...,

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r), converge para ., e

vale
L (lzo — zelDllzo — @]l = fr(llzo — z[])]

0 — 221 = B(f(||z0 — 2.[]) + 1))
+< V2L (|0 — x.)) + 1]

a1 — 2| < w18 e — 2"

— x| k: B
lzo — 2. |[1 = B(f(llwo — .[]) + 1)) “’2) Iz = 2. 0,1
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Observacgao 4.3 Apesar do fato que o corolario acima é um caso particular do
Teorema 4.1, os resultados obtidos nele estendem os resultados de Chen e Li em

[11], pois os resultados obtidos em [11] sdo somente para o caso ¢ = 0.

4.2 Casos Especiais

Nesta secao, apresentaremos dois casos especiais do Teorema 4.1, a saber, resultados
de convergéncia sob condigao Lipschitz classica e resultados de convergéncia sob

condicao de Smale para fungoes analiticas.

4.2.1 Resultados de Convergéncia Sob Condicao Lipschitz

Classica

Nesta secao mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 4.1, onde a

condigao geral (3.2) é substituida pela condig¢ao Lipschitz classica (ver [6] e [7]).

Teorema 4.2 Sejam X,Y espacos de Hilbert, Q C X wum conjunto aberto e F :
Q — Y uma fungdo continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada

em . Tome z, € €,
c:=||F(x,)], 8= ||F'(z.), k:=sup{t > 0: B(x,,t) C Q}.
Suponha que F'(x,)*F(z.) =0, F'(x.) € injetiva e existe um K > 0 tal que
= V2K <1, |F'(z) = F'y)l < Kllz—yl,  Vaz,y€ B, k).

Sao dadas as constantes nao-negativas 0 < ¥ < 1, 0 < wy < wy tais que wy(p+ pd +
) +wy < 1. Seja

, 2(1 — w1V — wy) — 2v/2¢K Bwi (1 + 1)
r:=min\ K, :
ﬂK (2 + wp — 19(,(}1 — 2(,«&)2)

Considere B(xy) uma aproximagao invertivel de F'(xy)*F'(xy) satisfazendo
1B (k) ™ F' () F' ()| S wr, [|Ban) ™ F (@) F'(an) = I Swz, k=0,1,...,

Entao, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial

zo € B(xy,m)\{z.}

Lht1 :mk—i—Sk, B({L‘k)Sk = —F'(wk)*F(xk) —f-?”k, k= 0,1,..., (410)
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onde o residuo 1, a matriz invertivel Py (precondicionando o sistema linear em

(4.10)) e o termo “forcing”0y satisfazem as sequintes condigoes

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r), converge para . e

vale

(1+9)fw K

H ke “ - 2(1—5K||x0—x*||)H b ”
(1 -+ 19)w1\/§cﬁ2K
+wd+w — Ty,
(1 6Kl|$0 :17*|| ' ? ka ! H

para todo k =0,1,....

Demonstragiao: E imediato que F, z, e f, : [0,5) — R definida por f,(t) =
Kt?/2 — t, satisfazem as hipdteses (4.2), h1, h2, h3 e h4 no Teorema 4.1. Neste
caso, é facil ver que as constantes v e p como definidas no teorema 4.1, sao

2(1 — w119 — u.)g) — 2\/56[(52(.01(1 + 19)
ﬁK (2 +w; — 19(4}1 — 2&)2)

0<p=

<v=1/pK,

Como consequéncia, 0 < r = min{k, p}. Assim F, r, f, e z, satisfazem todas
as hipdteses do Teorema 4.1. Portanto, as afirmacoes deste teorema seguem do
Teorema 4.1. ]

Para o caso ¢ = 0, o Teorema 4.2 torna-se:

Corolario 4.2 Sejam X,Y espagos de Hilbert, Q0 C X um conjunto aberto e F :
Q — Y wuma funcao continuamente diferencidvel tal que F'(x) tem imagem fechada
em Q. Tome x, € Q, R > 0,

c:=||F(zs)], B = HF’(QE*)TH, k:=sup{t € [0,R) : B(x.,t) C Q}.
Suponha que F'(z,) F(x.) =0, F'(z.) € injetiva e existe um K > 0 tal que
pi= V2K <1, |F' () = Fll < Klle —yll,  Vaz,ye B, k).

Sao dadas as constantes nao-negativas 0 < wy < wy tais que wip + wy < 1. Seja

N 2(1 — wy) — 2v/2¢K 2wy
o ’ ﬁK (2 4wy — QWQ) i
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Considere B(xy) uma aproximacao invertivel de F'(xy)*F'(xy) satisfazendo
1B (@) ™ F'(2) F'(z) | S wi, [ Bla) ™ Fan) Fag) — I Sws, k=0,1,....

Entdo, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial
xg € B(zy,m)\{2:}

Tpy1 = Tp + Sy, B(xy)Sk = —F/(l’k)*F(Q?k) + Tk, k=0,1,...,

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r), converge para ., e

vale

Puwi K 9 wiV2ePK
Tpa1—Ts|| < Tr—Tx||”+ + w Tp— Ty,

para todo k =0,1,....

Se ainda ¢ = 0 no coroldrio acima, obtemos o Corolario 6.1 de [11].

4.2.2 Resultados de Convergéncia sob Condigao de Smale

Nesta secao, mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 4.1, onde a
condigao geral (4.2) é substituida pela condi¢ao de Smale (ver [14, 27]) para fungdes

analiticas.

Teorema 4.3 Sejam X,Y espacos de Hilbert, QQ C X um conjunto aberto e F' : Q) —

Y uma funcao analitica tal que F'(x) tem imagem fechada em Q. Tome x, € ),
c:=||F(zs)], B = || F'(x.)"], k:=sup{t > 0: B(x,,t) C Q}.

Suponha que F'(z,)* F(x,) =0, F'(x,) € injetiva e

1/(n-1)

F™ (g,
) < 00, 1= 2v2cf%y < 1. (4.11)

v := sup
n!

n>1

Sao dadas as constantes nao-negativas 0 < 9 < 1, 0 < wy < wy tais que wy(p+ pd +
) 4wy < 1. Sejam a = (1—w; —wy), b= (1+9)wi 3, @ = b+2a(1+ ) —+/2yfbc,

a— \/EL2 — 4a(1 + B)(a — 2v/2¢Hby)
2ay(1 + )

r:=min<{ K,

Considere B(xy) uma aproximacao invertivel de F'(xy)*F'(xy) satisfazendo
1B (@) F'(2) F'(z) | S wi, | Bla) ™ Fan) Fag) — I Sws, k=0,1,....

20



Entdao, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial
xo € B(zy,m)\{2:}

Tkt1 = Tk + Ska B(xk)sk = _F/(xk)*F(xk) + Tk, k= 07 17 SR (412>

onde o residuo 1, a matriz invertivel Py (precondicionando o sistema linear em

(4.12)) e o termo “forcing”0y satisfazem as sequintes condigoes
||Pka|| S 9k||PkF,($k)*F(SBk)||, 0 S chond(PkF’(xk)*F'(:rk)) S 19, k= 0, 1, ey

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,.,r), converge para . e

vale

(14 D)wi By

(1 =[fwo — 2l)* = BY(2llwo — 2ol = Y70 — 24 ]|?)
. (14 DorvBes (2 — Ao — 2.

(I =vllzo — 2.][)% = By(2l|mo — 2 || = 7]|0 — 24 |?)

o — .|

[z — 2 <

+ wi¥ + wz) |z — x|,

para todo k= 0,1,....

Para provar o teorema acima, utilizaremos os Lemas 3.4 e 3.5 da Sec¢ao 3.2.2 do
Capitulo 3
[Prova do Teorema 4.3]. Considere a fungao real f, :[0,1/7) — R defina por

t

= — 2t.
1—nt

fr(t)
E simples mostrar que f, € analitica e

fr(o) = Oa f;(t) = 1/(1 - ’yt)Q - 27 fv{(o) = _17 f;,(t) = (2’7)/(1 - /}/t)sa
£1(0) = nly" Y,

para n > 2. Seque das equacoes acima que f,. satisfaz as hipoteses hl, h2, e h3 e
h4 no Teorema 4.1. Como f!(t) = (27)/(1 —~t)3, combinando os Lemas 3.4 ¢ 3.5
concluimos que F' e f, satisfaz (4.2) com R = 1/7v. Neste caso, € fdcil ver que as

constantes v e p como definidas no Teorema 4.1, sao

a— \/&2 —4a(1+ B)(a — 2v/2cBby)
2ay(1 + )

0<p=

<v=((1+0)-vB(1 +5))/((1+6)) < 1/7.

Como consequéncia, 0 < r = min{k,p}. Assim, F, p, f. e x. satisfazem todas
as hipoteses do Teorema 4.1. Portanto, as afirmacgoes deste teorema sequem do

Teorema 4.1.
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Para o caso 19 = 0, o Teorema 4.3 torna-se:

Corolario 4.3 Sejam X,Y espacos de Hilbert, ) C X um conjunto aberto e F :

Q — Y uma fungao analitica tal que F'(x) tem imagem fechada em Q. Tome x, € €,
c:=||F(zs)]], B = ||F'(x,), k:=sup{t > 0: B(x,,t) C Q}.

Suponha que F'(x,)*F(x,) =0, F'(x,) € injetiva e

1/(n—1)

FO) (g,
& < +00, W= 2\/§cﬁ2'y < 1.

vy 1= sup |
n!

n>1

Sao dadas as constantes nao-negativas 0 < wy < wy tais que wia + wy < 1. Sejam

a:=wf+2(1 —w)(1l+B) — V2y3%wic e

i— W —4(1 = wo) (1 + B)(1 — wz — 2v2cF%w17)
2(1 —wo)y(1 + B)

r:=min< K,

Considere B(xy) uma aproximagao invertivel de F'(xy)*F'(zy) satisfazendo
1B (k) ™ F' () F' (i) | S wr, [1Ban) ™ F (@) F'a) = I Swz, k=0,1,...,

Entao, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial
zo € B(x.,m)\{z.}

Th+1 :xk+Sk, B(xk)Sk = —F/(:L‘k)*F(ZL‘k)—i—Tk, k‘:O,l,...,

estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x.,r), converge para x. e

vale
w187y 2
|21 — 2| < |z — .||
i (I =llzo — ) = By(2l|lzo — 2| = V[|w0 — 2[?)
(1 = yllwo — 2l[)? = By(2[lwo — 2| = YlT0 — 24 [|?) ’

para todo k=0,1,....

Se ainda ¢ = wy = 0 e w; = 1 no corolério acima, obtemos o Exemplo 1 de [11].
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Capitulo 5

Analise Semi-Local do Método

Gauss-Newton

Neste capitulo, apresentaremos uma andlise de convergéncia semi-local para a
sequéncia gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton para resolver problemas de
otimizacao de composi¢ao convexa. Comprovaremos que sob certas condigoes a
sequéncia gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton estda bem definida e converge li-
nearmente para uma solucao do problema em consideracao. Além disso, aplicaremos
os resultados obtidos para o caso onde o ponto inicial ¢ um ponto regular e o caso
onde o ponto inicial satisfaz a condicao de Robinson. Também daremos resultados
de convergéncia sob condicao Lipschitz classica e condicao de Smale para funcgoes
analiticas

Inicialmente, considere o seguinte problema de otimizacao de composi¢ao convexa
min h(F(x)), (5.1)

onde h : R™ — R é uma funcao convexa de valores reais e F' : R" — R™ ¢
continuamente diferenciavel.
E fécil ver que o estudo de (5.1) estd relacionado com o problema de inclusao

convexa

Fz)e C:={ze€R™":h(z2) <h(y), Yy € R™}. (5.2)

Em ordem para afirmar o algoritmo de Gauss-Newton, para resolver (5.1), pre-

cisamos da seguinte definigao: Dados A € (0, +00) e z € R™ defina
Da(z) := argmin {h(F(z) + F'(z)d) : d € R", ||d|| < A}, (5.3)
isto é, Da(x) é o conjunto solugao do seguinte problema

min {h(F(z) + F'(z)d) : d € R", ||d|| < A}. (5.4)
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Dados A € (0,40c], n € [1,+00) e um ponto zo € R", o algoritmo tipo Gauss-
Newton associado a (A,n,xy) como definido em [3] (ver também, [4, 5]) é como

segue:
Algoritmo 5.1

INICIALIZAGAO. Dados A € (0,+00], n € [1,4+00) e xy € R". Faca k = 0.
CRITERIO DE PARADA. Calcule Da(xy). Se 0 € Da(x), Pare. Caso contrdrio.
PAsso ITERATIVO . Calcule dy, satisfazendo

dy € Da(zr),  |ldill < nd(0, Da(ar)),

e faca
Tpp1 = T + dy,

k =k +1 e vd para CRITERIO DE PARADA.

Observe que o conjunto Da(x) é ndo-vazio para todo x € R™, pois (5.4) é um
problema de otimizacao convexo sobre um conjunto compacto. Portanto, a sequéncia
gerada pelo Algoritmo 5.1 estd bem definida.

A seguir, faremos uma andlise de convergéncia semi-local do método definido

acima.

5.1 Convergéncia Semi-Local do Meétodo de

Gauss-Newton

Nesta secao, provaremos a convergéncia semi-local da sequéncia gerada pelo Algo-
ritmo 5.1 para resolver (5.1). Sob as hipdteses que o ponto inicial é um ponto
quase-regular para a inclusao (5.2) e a fungao nao-linear F' satisfaz nossa condicao
majorante esférica, provaremos que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.1 con-
verge para um ponto z, tal que F(z,) € C, em particular, x, resolve (5.1). Estas

afirmagoes se encontram no teorema:

Teorema 5.1 Seja F' : R* — R™ uma funcao continuamente diferencidvel.
Suponha que existem R > 0, zo € R™ e uma fun¢ao majorante esférica f, : [0, R) —
R para a fung¢io F' em B(xg, R). Dadas as constantes o > 0 e & > 0, considere a

fungao auziliar fe o : [0, R) — R,

fea(t) =&+ (o= 1)t + afe(t).

Se feq satisfaz a3, i.e., t, € o menor zero de f¢o, entao a sequéncia gerada pelo
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método de Newton para resolver fe o(t) = 0, com ponto inicial ty = 0,

thar =tk — feo(tr)  fealtr), k=0,1,..., (5.5)

estd bem definida, {t;} € estritamente crescente, estd contida em [0,t,), e converge
Q-linearmente para t,. Sejam n € [1,00), A € (0,00] e h : R™ — R uma fungao
convezxa de valores-reais com conjunto de minimos C nao-vazio. Assuma que xq €

um ponto quase-reqular da inclusao
F(x) € C,

com o raio quase-reqular v, e funcao limitante quase-regular 3., como definidos em
(1.5) e (1.6), respectivamente. Se d(F(xo),C) > 0, t. < 1y,

A > € > 0 (0)d(F(x0), C), (5.6)
1, (1) ,
“= Sup{nﬁxo(t)(fé(tHl)Jrl '“m*}’

entao a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xy}, estd contida em
B(.ﬁlﬁo, t*),
F(xp) + F'(op)(zpp —a) €0, k=0,1,..., (5.7)

satisfaz as inequagoes

||‘Tk+1 - Ik” < |tk+1 - tk|7 k= 07 L... ) (58)
t —t
s = anll £ Gl = weal k=12, (5.9)

converge para um ponto x, € Blxg,t.] tal que F(zx,) € C,
|vs — x| < |t — tel, k=0,1,... (5.10)

e a convergéncia € R-linear. Se, adicionalmente, fe o satisfaz ad entdao as sequéncias
{tx} € {z} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t, and x,, re-

spectivamente.

Observacao 5.1 Observamos que todas as afirmacoes que faremos neste capitulo
envolvendo a funcao majorante esférica f. e a funcao auxiliar fe o foram provadas na
Secao 2.2. Além disso, todas as afirmagoes feitas no Teorema 5.1 para a sequéncia

tr foram provadas no Coroldrio 2.1.
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Observagao 5.2 Se

1B (1)
N8 () (fL(t) + 1) +

oz>oz:zsup{ 1:§§t<t*},
entao a sequéncia {xy} converge R-quadraticamente para .. Para provar essa
afirmacao, note que do item iii da Proposicao 2.13, temos que t, < t.. Dai, u-

sando que fgla é estritamente crescente e item ii da Proposi¢ao 2.13, obtemos que

fea(ts) < fea(te) < féal(ts),

o qual, combinado com Proposicao 2.8 implica que f{ ;(tz) < 0. Portanto, a

afirmacao seque se fe o € trocado por fes no Teorema 5.1.

Para facilitar a demonstracao do Teorema 5.1, apresentaremos a seguir uma se¢ao

contendo trés lemas auxiliares.

5.1.1 Resultados auxiliares

Nesta subsecao nosso objetivo é demonstrar trés lemas que auxiliarao na prova de
convergéncia do Teorema 5.1.

Como vimos na introdugao deste capitulo, Da(z) # () para todo 2z € R™, por-
tanto a sequéncia {xy} estd bem definida. Mas isso ndo nos capacita a provar a
convergéncia da sequéncia {z;} para algum ponto x, € R” tal que F(x,) € C, pois
nao temos nenhuma relagao entre o conjunto de diregdes Da(x) e o conjunto de

solucoes da inclusao
F(z)+ F'(z)d € C, d]| < A.

Agora, se provarmos que Da(x) C Dg(z) para alguns pontos, podemos usar os
resultados de regularidade para relacionar os conjuntos mencionados acima.
Primeiro, definimos alguns subconjuntos em B(xg,t.) nos quais, como iremos

provar, a inclusao desejada ¢ valida para todos os pontos nestes conjuntos.

K(t):=<2xzeR" : ||z — x| <t, nd(0,De(x)) < —J%L(t) , tel0,t,), (5.11)
fea(®)

K= | K@. (5.12)

te[0,t)

Em (5.11), 0 <t < t,, consequentemente, f{ ,(t) # 0 (Proposicdo 2.8). Portanto, as

defini¢oes sao consistentes.

Proposicao 5.1 Se x € K, entao
Da(z) ={d eR": F(z) + F'(z)d € C,||d|| < A} C D¢(x)
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Demonstragao: Pela Proposigao 1.3 é suficiente mostrar que Dgo(z) # 0 e
d(0,D¢e(x)) < A. Seja x € K, entdo o € K(t) para algum ¢t € [0,t,), o que
implica que = € B(zg,t.). Como t, < r,, e xy é um ponto quase-regular, segue
da Defini¢ao 1.3 e defini¢do de raio quase-regular em (1.5) que D¢(x) # (. Por
hipéteses n > 1 e € < A. Dali, como = € K(t), usando a Definicdo em (5.11)
Proposicoes 2.11 e 2.7, obtemos

. fé,a(t) < _ fé,a(o)

d(0, D¢ (x)) < nd(0, De(z)) < < ={ <A,
( C( )) ( C( )) fgl,a(t) fé,a(o)
o que prova o resultado desejado |
Para cada z € R", definimos o conjunto D () como
Da(x) :={d € Da(z); ||d|| < nd(0, Da(z))} . (5.13)

Como Da(z) # ) para todo x € R", segue que Da(x) # () para todo x € R™, assim

temos a boa definicao da multifungao iteragao de Gauss-Newton G

Gr: B(xg,t.) — P(R")

r — x+ Da(z). (5:14)

Iremos provar que a multifungao iteracao de Gauss-Newton esta bem definida
nos subconjuntos definidos em (5.11), mas antes precisamos do seguinte resultado

técnico.

Lema 5.1 Para cada t € [0,t,), x € K(t) ey € Gr(z) as sequintes desigualdades

sao vdlidas:
i) ly—=z| <ng () —t;
i) [ly — aol] <y, (1) < 1.

_EJWQa»(|w—ﬂ|)?

iii) 7d(0, De(y)) < g () \np. () — t

Demonstracao: Como t € [0,t,) and x € K(t) usando a definigao em (5.11),
Proposigao 5.1 e as duas primeiras afirmagoes na Proposicao 2.10, obtemos

fo—zoll <4, (0. D)) = (0, D)) < ~5520, ¢ < g (0) <t 6.15)
&a
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Agora, como y € Gr(x) segue que existe d € Da(x) tal que y = x + d. Usando a
definigao do conjunto Da(x) em (5.13) e a segunda inequagao em (5.15) temos que

]l < nd(0, Da(x)) = nd(0, Do(x)) < = fe.alt)/ feolt)-

Como d = y — z, a tltima inequagao juntamente com a definigao em (2.15) implica
o item i.

Combinado desigualdade triangular, primeira inequagao em (5.15), item i e a
ultima desigualdade em (5.15) obtemos que

ly = @oll < lly =2l + [l = zoll < ny . () <t

0 que prova o item ii.

Prova do item iii. Como ||y — zo| < t. < ry,, segue da quase regularidade que
Dc(y) # 0, d(0, De(y)) < Bry(lly — zol))d(F (y), C).
Usando que x € K(t) C K, y —x =d € Da(z) e Proposigao 5.1 temos que
F(x)+ F'(x)(y —z) € C.
Portanto, combinando n > 1, a inequacao acima e a tltima inclusao ¢ facil ver que
nd(0, De(y)) < 1 (ly — 2ol F(y) — F(x) — F'(x)(y — ).

Agora, do item i temos que ||y — x| < ny,  (t) —t. Dai, como ||z — o[ <t segue da
ultima inequacao e do Lemma 2.2 que

0. De(w) < iy = aulberteong () () o)

Por outro lado, usando defini¢oes em (2.12), (2.15), (2.9) e simples célculos, temos
feapeo () = fealnge, () = fea(t) = fea(®)(ng (1) —1)
=&+ (= Dng, (8) + afe(ng (1) = [6 + (@ = 1)t + afe(t)]
— (@ =1) + afi®)l(ng.(t) — 1)
= a (fe(ng . (1) = fe(t) = fi(t)(ny. . (t) — 1))
— acy (b ng,, (1)

Segue das duas tltimas inequagoes, [,,(t) uma fungao crescente e item ii que
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Da Proposicao 2.9 e primeira afirmacao na Proposicao 2.10 temos que
& < nfg’a(t) < t,. Portanto, para concluir a prova combine a ultima de-
sigualdade com Proposicao 2.12. |

No préximo resultado, iremos mostrar que a multifuncao iteracao de Gauss-Newton

estd bem definida nos subconjuntos definidos em (5.11).

Lema 5.2 Para cada t € [0,t,), K(t) C B(xo,t.) €

Gr(K(t)) C K (ng,(t)).

Como consequéncia, K C B(xg,t.) e Gp(K) C K.

Demonstragao: A primeira inclusao segue trivialmente da definigao de K ().

Tome x € K(t) e y € Gr(z). Combinando os itens i e iii do Lema 5.1 temos que

fea(ny (1))

nd(()? Dc(y)) < _féa(nk@ (t)) :

Este resultado, juntamente com o item ii do Lema 5.1 e definigdo em (5.11) mostra
que y € K(ny, . (t)), o que prova a segunda inclusao.

A préxima inclusao, segue trivialmente da definigdes em (5.11) e (5.12). Para
verificar a ultima inclusdo, tome z € K. Entao z € K(t) para algum t € [0,t,).
Usando a primeira parte do lema, concluimos que Gp(z) C K(ny, (t)). Para
concluir a prova, use ny, () € [0,%.) e defini¢ao de K. |

5.1.2 Prova do Teorema 5.1

Primeiro, note que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.1 satisfaz
Try1 € Gp(ay), k=0,1,..., (5.17)

0 que necessariamente é uma definicao equivalente para esta sequéncia.

Demonstragao: Primeiro lembramos que todas as afirmacoes feitas no Teo-
rema 5.1 para a sequéncia t; foram provadas no Corolério 2.1.

Agora, como g € B(xg,t.) C B(xg,rs), usando a quase regularidade, n > 1,
inequacao em (5.6) e Proposicao 2.7, obtemos

_ Jeal0)

DC(‘IO) 7é @7 Ud(07 DC(%)) S 775:(:0 (O)d(F(xO)? C) S 5 = fgl (O) :
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Portanto,
o € K(0) C K,

onde a segunda inclusdo segue trivialmente de (5.12). Usando a inclusdo acima,
a inclusdo Gp(K) C K (Lemma 5.2) e (5.17) concluimos que a sequéncia {z}
permanece em K, em particular, temos que {x;} estd contida em B(zg,t.). Como
{z.} C K, combinando a Proposigao 5.1 e Algoritmo 5.1 segue que a inclusdo em
(5.7) vale. Iremos provar por inducdo que

A inclusao acima, para k = 0 é o primeiro resultado dentro desta prova. Assuma
que zj € K(t;). De (2.19) temos que tr1 = 1y,  (tx) € como x; € K(t) o Lema 5.2
implica que Gp(xr) C K(tgy1), o que combinado com (5.17) completa a prova de
inducao de (5.18).

Agora, usando Algoritmo 5.1, (5.18), Proposicao 5.1 e (5.11), temos

all
s — all < 0d(0, Da(w)) = nd(0, D)) < —ff—gti F=0.1,... (519)
&,o
o qual, usando (5.5) é equivalente a
[Zhr1 — zl| < tpsr — L, k=0,1,....

Entao, a inequagao em (5.8) vale. Por outro lado, como {¢;} converge para t,, a
inequacao acima implica que

o0 o0
Z |Zrg1 — 2i|| < Z lep1 — T =t — T, < 00,
k=ko k=ko

para qualquer ky € N. Dai, {x;} é uma sequéncia de Cauchy em B(x,t.) e assim,
converge para algum z, € B[z, t,]. Além disso, a tltima inequagao também implica
(5.10), i.e., ||xs — x| < t. — tg, para qualquer k. Como C é fechado, {xy} converge
para .,

F(xy) + F'(zg) (21 — 1) € C

e F' é uma funcao continuamente diferenciavel, temos que F(z,) € C.

Agora para provar a inequagao em (5.9), primeiro note que x, € K(ty) € tyy1 =
nfg’a(tk), para todo k = 0,1,.... Deste modo, tome um k arbitrario e aplique o
item iii do Lema 5.1 com y = xp, © = x3_1 e t = tx_1, para obter

fea(t) (llae =z )
nd(0, De(xg)) < _fg/,a(tk) ( et ) ,

o qual usando (5.5) e a primeira inequagao em (5.19) prova a inequacao desejada.

Para concluir a prova, combine (5.10) com a iltima inequagao do Corolério 2.1. B
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5.2 Casos Especiais

Nesta secao, apresentaremos casos especiais do Teorema 5.1, i.e., o caso onde z( é
um ponto regular da inclusao (5.2) e o caso onde x( satisfaz a condigao de Robinson.
Além disso, apresentaremos resultados sob condicao Lipschitz classica e condicao de

Smale para fungoes analiticas.

5.2.1 Resultados de convergéncia para ponto incial regular

Nesta secao mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 5.1, onde assumi-
mos que o ponto inicial é um ponto regular da inclusao (5.2), ver [3] e as referéncias
dele. Além disso, daremos resultados sob condicao Lipschitz cldssica e condicao de

Smale para funcoes analiticas. Comegamos definindo regularidade.

Definicao 5.1 Sejam F : R" — R™ uma funcdo continuamente diferencidvel e
h : R™ — R uma fun¢ao convexra de wvalores-reais com conjunto de minimos C

nao-vazio. Um ponto xy € R™ é um ponto regular da inclusio F(x) € C se
Ker(F'(x0)") N (C = F(x))” = {0},

Como sabemos (ver [4]) a definicdo de ponto quase-regular estende a definicao de
ponto regular. A seguinte proposigao relaciona os dois conceitos, onde a existéncia
das constantes r e [ é devido a Burke e Ferris em [3], e a segunda afirmacao segue

da Observacao 1.2.

Proposicao 5.2 Seja g € R™ um ponto reqular da inclusao F(x) € C. Entdo

existem constantes r > 0 e 3 > 0 tais que
De(z) #0 e d(0,De(x)) < pd(F(z),C), Vo € B(xg,T).

Consequentemente, xo € um ponto quase-reqular da inclusao F(z) € C com raio
quase-reqular vy, > r e fungdo limitante quase-reqular B.,(-) < [ em [0,7), como

definidos em (1.5) e (1.6), respectivamente.

Daqui em diante, para cada ponto regular zy € R™ da inclusao F'(z) € C, denotare-

mos por 7 > 0 e > 0 as constantes associadas dadas pela ultima proposicao.

Teorema 5.2 Seja FF : R" — R™ wuma funcao continuamente diferencidvel.

Suponha que existem R > 0, xo € R™ e uma func¢ao majorante esférica f, : [0, R) —
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R para a funcio F' em B(xg, R). Dadas as constantes a > 0 e £ > 0, considere a

fungao auziliar fe o : [0, R) — R,

feat) =&+ (a = D)t + af.(t).

Se feq satisfaz a3, i.e., t, € o menor zero de fe¢o, entao a sequéncia gerada pelo

método de Newton para resolver fe (t) =0, com ponto inicial ty =0,

tk,’—i—l :tk _fé,a(tk)_lfﬁ,a(tk)a k= Ovla"' )

estd bem definida, {ty} € estritamente crescente, estd contida em [0,t.), e converge
Q-linearmente para t,. Sejam n € [1,00), A € (0,00] e h : R™ — R uma funcao
convexa de valores-reais com conjunto de minimos C nao-vazio. Assuma que xq €
um ponto regular da inclusio F(x) € C' com constantes associadas r > 0 e 3 > 0.

Se d(F(:C()), C) > O; t* S T,

A>E>nBd(F(x),C),  a>nb/(nB[fi(&)+1]+1),

entao a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xy}, estd contida em
B($07 t*):
F(xy) + F'(xn) (g —ax) €C, E=0,1,...,

satisfaz as inequagoes

||xk+1_‘rk|| < |tk+1_tk|7 k':O,l )

ter1 — t
(tk — te—1)?

converge para um ponto x. € Blxg,t,] tal que F(x,) € C,

e — 2| <

e a convergéncia € R-linear. Se, adicionalmente, fe o satisfaz ad entdao as sequéncias
{tx} e {xx} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t, and x., res-

pectivamente.

Demonstracao: Como zy é um ponto regular da inclusdo F(z) € C, temos da
Proposi¢ao 5.2 que g é um ponto quase-regular da inclusao F(z) € C com raio
quase-regular r,, > r. Dai, usando que ¢, < r obtemos

te < Ty
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Além disso, a Proposicao 5.2 implica que a funcao limitante quase-regular satisfaz
B (t) < 3, Vit elo,r). (5.20)

Como A > ¢ > npBd(F(x¢)C) e a tltima inequagao implica que (3,,(0) < [, segue
que
A = £ = 0B (0)d(F(20), C).

Agora, combinando as hipdteses que 0 < & e t, < r com a primeira afirmagao
na Proposi¢ao 2.12 concluimos que 0 < ¢ < t, < r. Portanto, usando (5.20),
f2(0) = —1, f! é estritamente crescente e n > 1 obtemos, apds simples célculo que

nf N N5z (1)
nB(fLUE) +1) +1 = 0By, () [fL(t) + 1]+ 17

Vi e [§t).

Dal, a hipétese a > n5/[nB(fL(§) + 1) + 1] e dltima inequagao implica que

12, (1)
N8 (O[f2(L) + 1] +

azsup{ 1:£§t<t*}.

Assim, F' e xq satisfazem todas as hipoteses do Teorema 5.1 e as afirmacoes deste
teorema seguem do Teorema 5.1. |

Quando F satisfaz a condicao Lipschitz, o Teorema 5.2 torna-se:

Teorema 5.3 Seja FF : R* — R™ uma funcao continuamente diferencidvel.

Suponha que existem R > 0, xo € R™ e K > 0, tais que
[1F'(y) = F'(@)l| < Klly —=ll,  x,y € B, R).
Dadas as constantes a > 0 e £ > 0, considere a fun¢ao auxiliar fe, : [0, R) — R,
fea(t) =€ —t+ (aKt?)/2.

Se2aK¢ <1, entaot, = (1—/1—2aK¢)/(aK) € 0o menor zero de fe o, a sequéncia

gerada pelo método de Newton para resolver feo(t) =0, com ponto inicial ty = 0,

thar =tk — feo(tr) ' fealtr), k=0,1,...,

estd bem definida, {t;} € estritamente crescente, estd contida em [0,t,), e converge
Q-linearmente para t,. Sejam n € [1,00), A € (0,00] e h : R™ — R uma fungao
convexa de valores-reais com conjunto de minimos C' nao-vazio. Assuma que xo €

um ponto reqular da inclusio F(x) € C' com constantes associadas v > 0 e 3 > 0.
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Se d(F(xg),C) >0, t, <,

A > €>nBd(F(xo),C),  a>nb/(Knbe+1),

entdo a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xy}, estd contida em
B(ZE(), t*),
F(xy) + F'(zg)(xpp1 —xp) € C, k=0,1,...,

satisfaz as inequagoes
|‘$k+1_$k” < ‘tk+1_tk’7 k‘ZO,l )

the1 — tr
ks = aul) < S e = a0 k=12,

converge para um ponto x, € Blxo,t.] tal que F(z,) € C,
|xe — zg|| < |t — k], k=0,1,...

e a convergéncia € R-linear. Se, adicionalmente, 2a K¢ < 1 entdo as sequéncias
{tx} e {xx} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t, and x., res-

pectivamente.

Demonstragio: E imediato provar que f. : [0,R) — R definida por f.(t) =
Kt%/2 — t ¢ uma fungao majorante esférica para F' em B(x, R). Dali,

fealt) =& —t+ (aKt?)/2 =+ (a — D)t + afe(t),

e como 2aK¢ < 1, concluimos que fe, satisfaz a3 e t, = (1 — /1 — 2aK¢)/(aK)
é sua menor raiz. Neste caso, a constante « satisfaz

W no
L+ KnBs nplfie) +1]+1

Portanto, tomando «, f¢, e t, como definido acima, a primeira parte do teorema
segue do Teorema 5.2. Para provar a segunda parte, ¢ suficiente notar que a
hipétese 2aK§ < 1 implica que fe, satisfaz a4. |

Quando F é analitica e satisfaz a condicao de Smale, o Teorema 5.2 torna-se:

Teorema 5.4 Seja F': R" — R™ uma funcgao analitica. Suponha que xq € R" e

F(n) (l'()) 1/(n—1)

o < +o00. (5.21)

v 1= sup
n>1
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Dadas as constantes a > 0 e £ > 0, considere a func¢ao auxiliar fe, :[0,1/7) — R,

ay

2 —t+ &
1—t ¢

fea(t) =

Se &y <14 2a —2+y/a(l + «), entdo

19 V98’ — 4L+ )98

Ty
2(1 + )y

¢ o menor zero de feo, a sequéncia gerada pelo método de Newton para resolver

fea(t) =0, com ponto inicial to =0,

thar =tk — feo(t)  fealtr), k=0,1,...,

estd bem definida, {t;} € estritamente crescente, estd contida em [0,t,), e converge
Q-linearmente para t,. Sejam n € [1,00), A € (0,00] € h : R™ — R uma fung¢do
convezxa de valores-reais com conjunto de minimos C nao-vazio. Assuma que xq €
um ponto reqular da inclusio F(x) € C' com constantes associadas r > 0 e 8 > 0.
Se d(F(z0),C) >0, t. <,

nB(1 —~&)?
AT (- np) (1 ER

entao a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xy}, estd contida em
B(.Z'(), t*);
F(xg) + Fl(zg)(2pgr — ) €C, k=0,1,...,

satisfaz as inequagoes
||xk:+l_xk|| < |tk+1_tk|7 ]{3:0,1 )
teoe1 — tr
ey —ma |t k=12,

(tk — te—1)

converge para um ponto x. € Blxo,t.] tal que F(z.) € C,

|l Tr1 — x| <

s —apl| < |te —til,  E=0,1,...

e a convergéncia € R-linear. Se, adicionalmente, £y < 1+ 2o — 2+y/a(l + «) entdo
as sequéncias {tx} e {xy} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para

t, and x,, respectivamente.
Os seguintes resultados serao necessarios na prova do teorema acima.

Lema 5.3 Seja F : R" — R™ uma func¢ao analitica. Assuma que xo € R™ ey como
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definido (5.21). Entdo, para todo x € B(xg,1/7) vale

1" ()] < (29)/ (1 =~z = oll)”.

Demonstragao: A prova segue o mesmo padrao do Lema 3.4 do capitulo 3. B

Lema 5.4 Seja F' : R"™ — R™ uma funcao duas vezes diferencidvel. Se existe uma

fungdo f: [0, R) — R duas vezes continuamente diferencidvel tal que
IE” (@)]| < f"(lz = 2oll),

para todo x € R"™ e || — xo|| < R. Entdo F e f satisfaz (2.11).

Demonstragao: A prova segue o mesmo padrao do Lema 3.5 do capitulo 3. 1

Prova do Teorema 5.4.Considere a func¢do real f. :[0,1/v) — R definida por

ot
1t

fe(t> -2t

E simples mostrar que f € analitica e

fe(0)=0, fit)=1/(1—t)* =2, [fL(0)=—1, fI(t)=(27)/(1L—~t),
f2(0) = nly™

para n > 2. Seque das equagoes acima que f, satisfaz al e a2 na definicao 2.2.
Agora, como f!(t) = (27)/(1 —~t)?, combinando os Lemas 5.3 € 5.4, temos que F' e
fe satisfaz (2.11) com R = 1/~. Portanto, f. € uma fun¢ao majorante esférica para
F em B(x,1/7v). Dat,

ay
11—t

fealt) = P —t+E=E+ (a— D)t +af(h),

e como £y <14 2a —2y/a(l + «), concluimos que fe satisfaz a3 e

_1+96— /(14987 —4(1 + a)g

Ty
2(1 + )y

¢ sua menor raiz. Neste caso, a constante o satisfaz

0> Bl —~§)° _ np
B+ (1=n8)(1 =€) 0Bl +1]+1
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Portanto, tomando o, feo e t. como definido acima, a primeira parte do teorema
seque do Teorema 5.2. Para provar a sequnda parte, € suficiente notar que a hipdtese

&y <1420 —2y/a(l+ «) implica que fe, satisfaz ad.

5.2.2 Resultado de convergence sob condicao de Robinson

Nesta secao mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 5.1, onde assumi-
mos que o ponto inicial satisfaz a condigdo de Robinson, ver [4] e [32]. Além disso,
daremos resultados sob condicao Lipschitz classica e condicao de Smale para fungoes
analiticas.

Inicialmente, sejam C' C R™ um cone convexo fechado nao-vazio, F' : R" — R™
uma funcao continuamente diferenciavel e x € R". Defina a multifuncao 7T}, : R" —
P(R™) por

T.d = F'(z)d — C. (5.22)

A multifuncao T, é um processo convexo de R™ em R™; processos convexos tem sido
extensivamente estudados em [33, 34]. Como usual, o dominio, norma e inversa de

T, sao definidos, respectivamente, por
D(T,) :={d e R" : T, d # 0}, | T:|| := sup {||Txd] : x € D(T,), ||d| < 1},

T:'y:={deR": Fl(x)dcy+C}, y € R™.

onde ||T.d| := inf{||v|| : v € T,d}.
O ponto zy € R", satisfaz a condi¢ao de Robinson se a multifuncao 7, leva R"
em R™, i.e.,

VyeR™ FdeR", FceC; y=F(xo)d—c. (5.23)

Teorema 5.5 Seja F' : R" — R™ uma funcio continuamente diferencidvel.
Suponha que existem R > 0, zog € R™ e uma func¢ao majorante esférica f, : [0, R) —
R para a func¢io F' em B(xg, R). Dadas as constantes a > 0 e & > 0, considere a

fungao auziliar fe o : [0, R) — R,

fea(t) =&+ (o= Dt +afe(t).

Se feo satisfaz a3, i.e., t, € o menor zero de fe¢o, entao a sequéncia gerada pelo

método de Newton para resolver fe (t) =0, com ponto inicial ty =0,

tk’—i—l :tk _fé,()l(tk)_lf&,a(tk)a k= 0717"' )

estd bem definida, {ty} € estritamente crescente, estd contida em [0,t.), e converge

Q-linearmente para t,. Sejam n € [1,00), A € (0,00] e h : R™ — R uma funcao
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convexa de valores-reais com conjunto de minimos C nao-vazio. Assuma que C' € um
cone e xg satisfaz a condigio de Robinson. Seja By = ||T,.'||. Se d(F(zo),C) > 0,
ty < Tgy = Sup{t € [OvR) : 60 -1+ BOfé(t) < 0}7

nBo

Az EznhdFw).C), oz rE e

entao a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xy}, estd contida em
B(l’o, t*);
F(zy) 4+ F'(zg) (g —xr) €C, k=0,1,...,

satisfaz as inequagoes
||Z)’Jk+1—[)3k|| < |tk+1—tk|, k:(]a]- )

b1 — Ui
kaJrl_xk” < m,‘xk—xk—1"27 k= 1727"' )

converge para um ponto x, € Blxo,t.] tal que F(z.) € C,
|xs — zx]| < |t — tk], k=0,1,...

e a convergéncia € R-linear. Se, adicionalmente, fe o satisfaz ad entdao as sequéncias
{tx} e {zx} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t. and x., res-

pectivamente.

Os seguinte resultados serao necessarios na prova do teorema acima.

Lema 5.5 Seja F': R" — R™ uma fun¢ao continuamente diferencidvel e C' um cone
convexo fechado nao-vazio. Suponha que xq € R™ satisfaz a condicao de Robinson.
Entao

||T3;01|| < +00.

Além disso, se S € uma transformagdo linear de R™ em R™ tal que ||T,'||[|S]| < 1,

entdo o processo convexo T, definido por T := T,,+S, leva R™ em R™, || T~ < +o0,

- |17,
1774 < = :
L= IS
Demonstragao: Ver Teorema 1 na p.342 de [32]. N

Lema 5.6 Seja F : R* — R™ uma funcao continualmente diferencidvel e h :
R™ — R wuma funcao convexa de valores-reais com conjunto de minimos C ndao-

vazio. Suponha que xq € R™ satisfaz a condi¢cdo Robinson. Entdo xg € um ponto
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reqular da inclusao F(x) € C, em particular, xy é um ponto quase-reqular da in-
clusio F(x) € C. Além diso, assuma que C é um cone, R >0 e f,: [0, R) = R
€ uma fungio majorante esférica de F' em B(xo, R). Seja & > 0, Gy = || TM], a
fungao auziliar feg, : [0, R) — R,

feso(t) ==&+ (Bo — 1)t + Bofe(t),

e g, = sup{t € [0,R) : fi 5 (t) <0} Sery, € o raio quase-reqular e Byy(+) € a

funcao limitante quase-reqular do ponto quase-reqular xq, entao

b
o 2T el S TR G

\V/t € [0, T/go).

Demonstragao: Tome y € Ker(F'(zq)") N (C — F(x0))°. Dali,
0= <F/($0)Ty7 d) = <y7 F,(Z'O)Cl>, Vde Rna <y7 Cc— F(x0>> S 07 VeeC.

Como z satisfaz a condigao de Robinson segue que existem d € R" e ¢ € C' tais que
—y — F(x9) = F'(x0)d — ¢, 0 que combinado com as inequagoes acima implica

(W, y) = (y,c — F(xo) — F'(z0)d) = (y,c — F(20)) < 0.

Portanto, y = 0 e obtemos da Defini¢ao 5.1 que zy, e um ponto regular da inclugao
F(z) e C.

Para estabelecer a segunda parte, primeiro tome x € R™ tal que ||z — || < 7g,.
Usando que f, é uma fungdo majorante esférica de F' em B(zy, R), defini¢oes de [,
feso € 78, » temos que

1T IF (@) = F' (o)l < Bolfelllz —oll) = £(0)] = f g, (lz — zoll) +1 < 1. (5.24)

Combinando a hipétese que z( satisfaz a condicao de Robinson com a tultima in-
equagao, obtemos do Lema 5.5 que o processo convexo

T,d = F’(a:)d —C=T,,d+ [F’(x) — F/(xo)]d, VdeR",
leva R™ em R™ e

oy < Bo
T I () = F'(wo) || = 1= Bolfilllz = oll) = fL(O)]

1T < 1= ‘ (5.25)

onde a tltima inequagao segue da defini¢ao de fy e (5.24). Além disso, como T, leva
R™ em R™ ¢ facil ver que

De(z)={deR": F(z) + F'(x)d € C} # 0, V€ B(xg,rs,). (5.26)
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Agora, seja d € T, '(c — F(z)). Usando a defini¢ao de T, ! segue que
F'(x)d€c—F(z)+C=C— F(x),
ou seja, F(z) + F'(xz)d € C, o que combinado com a definigao de D¢ (x) implicam
T '(c— F(z)) C D¢(x).
Portanto,
d(0, De(2)) < |T; (e = F(2)| < T lle = F(z)]|,  VeeC.

A dltima inequagdo juntamente com (5.25) implicam

4(0, D)) < | T |d(F (), ©) < fo

S Tl e — wol) — o @)

o que combinado com (5.26), definigdes de 7., € (,,(-) em (1.5) e (1.6), respectiva-
mente, implicam a inequacao desejada. |

[Prova do Teorema 5.5]Como zg € R" satisfaz a condi¢cdo de Robinson, temos do
Lema 5.6 que x¢ € um ponto quase-reqular da inclusio F(x) € C' com raio quase-

reqular ry, > rg,. Dai, usando que t, < rg, obtemos
te < Ty
Além disso, o Lema 5.6 implica que a fungdao limitante quase-reqular By, (-) satisfaz

Bo
G e IOE)

Ve, rg). (5.27)

Como A > & > nfyd(F(xg),C) e a dltima inequagao implica que B,,(0) < By, seque
que
A > € > 0B (0)d(F(x0), C).

Agora, combinando as hipdteses que 0 < & e t. < rg, com a primeira afirmagdo

na Proposicao 2.12 concluimos que 0 < & < t, < rg,. Portanto, usando (5.27),

f'(0) = =1, f estritamente crescente e n > 1 obtemos, apds simples cdlculo que
! 1 1 ! 1 /
nlfe(t)+1]+ > —+-D[fi@)+1] = ——+(=D[f(O)+1], Vi€ t),
ﬁzo (t) ﬂ() /80
ou equivalentemente,
o (€
/% > 520 1) Viele, t).  (5.28)

L+ (= DB[fUE) + 1] — b ()fe(t) +1] + 17

70



Dai, a hipdtese o > nBo/[1+ (n — 1)Bo(fL(E) + 1)] e ultima inequagdo implicam que

1B (t)
N8 (O [fL(E) + 1] +

aZSup{ 1:§§t<t*}.

Assim, F' e xq satisfazem todas as hipoteses do Teorema 5.1 e as afirmacoes deste

teorema sequem do Teorema 5.1.

Observacao 5.3 Seja F' : R" — R™ wuma funcdo continuamente diferencidvel.

Suponha que existem R >0, xg € R" e K > 0, tais que
1F'(y) — F'(2)|| < Klly—=l,  x,y € Blxo, R).

Note que, f.: [0, R) — R definida por f.(t) = Kt*/2 —t é uma fungdo majorante
esférica para F em B(xo, R). Neste caso, € facil ver que a3, a4 e t, no Teorema 5.5
5a0

20K6 <1, 2aK&<1,  t,=(1—+/1-2aK¢)/(aK),

e « satisfiaz

o> nBo '
14+ (n—1)KBE

Em particular, se C' = {0}, n =m a condigao de Robinson é equivalente a condi¢ao

de que F'(xo)™' € nao-singular. Dai, para n =1 obtemos a convergéncia semi-local

do método de Newton sob condi¢do Lipschitz, ver [6].
Observacao 5.4 Seja F' : R™ — R™ uma funcdo analitica. Suponha que xo € R™ e

1/(n—1)

E0(y) < +00

7y := sup i
n!

n>1

Note que a funcao real f.:[0,1/v) — R definida por f.(t) =t/(1 —~t) — 2t € uma
fungao majorante esférica para F em B(xg,1/7). Neste caso, € facil ver que a3, ad

e t, no Teorema 5.5 sao

£y <1+42a—2ya(l+a), £y <1+42a—2ya(l+a),

149 — /(A +9€)?2 41+ a)r€
B 2(14+ )y

by

Y

e a satisfaz
ae)2
o> nBo(1 —§)

~ =D+ 1= Foln— DA —~E)?*

Em particular, se C'= {0}, n =m a condi¢do de Robinson é equivalente a condi¢ao

que F'(xo)™! € ndo-singular. Dad, para n =1 obtemos a convergéncia semi-local do

método de Newton sob condigcdo de Smale, ver [27].
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos e demonstramos resultados acerca da convergéncia local
e semi-local dos métodos de Gauss-Newton.

A convergencia dos métodos de Gauss-Newton também foi estudada nas recentes
referéncias [4, 10, 11, 13, 18, 19, 24]). A principal diferenca destas analises com as
nossas analises é que em lugar de nossa condigao majorante radial ¢ utilizada a
condicao radial de Wang

ll—|l
|F'(z) — F'(x. + 7(x — z)) ]| < / L(u)du, o<T1<1, (5.29)
Tz —2|
onde L é uma funcao escalar nao-decrescente, e no lugar da nossa condi¢ao majorante
esférica é utilizada a condigao esférica de Wang
ly—zl+llz—zoll
IF'(y) - (@) < / Lwds, o<r<l,  (530)
llz—zol|
onde L é uma funcao escalar nao-decrescente.

Entretanto, note que as condigoes (5.29) e (5.30) podem ser vistas como um caso
particular da funcao majorante radial e esférica, respectivamente. Para verificarmos
esta afirmacao, basta escolhermos as fungoes majorantes radial e esférica da seguinte

forma:

£ = £0 = [ L)t = u)du—t.

Temos que as fungoes f,.(t) e f.(t) definidas acima satisfazem as hipéteses hl, h2,

al e a2 . Além disso, também temos que

Assim, obtemos apds alguns cédlculos que
llz—z«|]

Fle = zll) — f(rllx — 2] = / L(u)du,

Tllz—z ||

72



ly—z|+[lz—zol|

Fly =l + llz = zoll) = £1(lz — zol)) = / L(u)du,

llz—oll
o que prova nossa afirmacao. De fato, podemos mostrar que as condigoes da funcao
majorante radial e esférica sdo equivalentes as condigdes (5.29) e (5.30) respectiva-
mente. Mas, como adotadas aqui sao mais naturais e deixam claro as suas relagoes
com a fungao nao-linear, refletindo de maneira simétrica em todos os resultados.

Nossa contribuicao foi reformular os teoremas de convergéncia para os métodos de
Gauss-Newton usando o principio majorante de Kantorovich. Esta nova abordagem
deixou clara a relacao entre as funcoes majorantes com a funcao nao-linear em
consideracao, o que nao estava explicito nas outras demonstracoes. Com isso, os
resultados apresentados aqui tornaram as condi¢oes e demonstragoes de convergeéncia
mais simples e mais didatica. Além disso, no caso de convergéncia local dos métodos
de Gauss-Newton o contexto foi estendido para espacos de Hilbert e no caso quase
Gauss-Newton inexato adicionamos resultados de convergéncia para a condicao de
Smale. Ademais, na prova de convergéncia semi-local da sequéncia gerada pelo
algoritmo de Gauss-Newton utilizamos uma técnica que no lugar de olhar apenas a
sequéncia gerada, identificamos regides onde a sequéncia de Gauss-Newton para o
problema de otimizacao convexa é bem definido quando comparado com método de
Newton aplicado a uma funcao auxiliar associada a funcao majorante.

Uma outra contribuicao foi fazer um estudo completo das funcoes majorante,
onde quase todos os resultados necessarios para a convergéncia dos métodos de
Gauss-Newton foram demonstrados, deixando o texto “auto-contido”.

Por fim, como proposta de trabalho futuro sugerimos o estudo de convergéncia de
outras variagoes dos métodos de Newton e de Gauss-Newton usando nossa condigao

majorante.
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